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I. Einleitung 

Obwohl die Leitfähigkeitserzeugung in Gasen im Anschluß an 
die grundlegenden Deutungsversuche Lenards?) von den verschie- 
densten Seiten experimentell und theoretisch bearbeitet worden ist, 
sind bisher verschiedene Fragen noch als ungelöst zu betrachten, 
die sich einerseits auf die Energieumsetzungen bei der Trägerbildung, 
andererseits auf die Vorgänge des Verschwindens der Träger durch 
Wiedervereinigung beziehen. Nachdem durch frühere Untersuchungen 
von A. Becker und I. Schaper?) die Frage aufgeworfen worden 
war, ob in normalen Fällen eine Beteiligung der molekularen 
Energien eines Gases an der Trägerbildung nachweisbar ist, ist es 
wichtig geworden, die Leitfähigkeitserzeugung insbesondere im Gebiet 
höherer Temperaturen weiter zu verfolgen. Die vorliegende Arbeit 
hat sich zur Aufgabe gestellt, im besonderen — nicht einfachen — 
Falle der Trägerbildung durch Alphastrahlen den Einfluß wachsender 
Temperatur auf die unter definierten geometrischen Verhältnissen 
beobachtbaren Leitungsströme zu untersuchen, um hieraus auf die 
Erreichbarkeit der Sättigung, die maximal erzeugbare Trägerzahl 
und auf die Rekombinationsverhältnisse zu schließen. Neben dem 
Temperatureinfluß mußte dann naturgemäß auch derjenige des Druckes 
bzw. der Dichte des Gases und der benutzten Feldverhältnisse 
untersucht werden. 

Die neueren Arbeiten von Lenz‘), Gardner°), Mächler®) und 
Kraus’) über das Druckverhalten der Rekombination der Träger 
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in Gasen, in welchen auch die früheren Arbeiten besprochen werden, 
suchen Anschluß an die von Thomson’), Langevin?) und neuer- 
dings von Harper?) aufgestellten Theorien *) der Wiedervereinigung. 
Es tritt dabei deutlich hervor, daß der Rekombinationsvorgang an 
sich nicht für alle Versuchsbedingungen derselbe sein wird, sondern 
daß verschiedene Rekombinationstypen®) anzunehmen sind, welche 
auch theoretisch verschieden erfaßt werden müssen. 

Auch bei der Untersuchung der Temperaturabhängigkeit der 
Gasleitfähigkeit müssen die verschiedenen Versuchsbedingungen be- 
achtet werden. Über die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit 
in Gasen liegen außer den genannten Arbeiten von Becker und 
Schaper, die Alphastrahlen benutzt haben, solche von Mächler®), 
Wolff?) und Compton-Bennet-Stearns®) vor mit Gammastrahlen, 
und diejenigen von Messerschmidt®) und Gross’) mit Ultrastrahlen. 
Die Untersuchungen mit Gamma- und Ultrastrahlen wurden meist 
bei hohen Drucken und geringer Temperaturdifferenz durchgeführt, 
und zu ihrer Erklärung vielfach auch die Annahme herangezogen, 
daß sich auch bei anderen Strahlen als Alphastrahlén bei hohen 
Drucken Trägerkolonnen ausbilden, während dies bei Alphastrahlen 
bekanntlich schon bei geringem Druck der Fall ist. 

Es fehlt aber auch nicht an Erklärungsversuchen der Rekombi- 
nationsverhältnisse, welche nicht nur auf der inhomogenen Träger- 
verteilung in Kolonnen fußen, sondern, wie schon angedeutet, die 
Verschiedenheit des Rekombinationsvorgangs selbst in Betracht 
ziehen. Es sei insbesondere auf die bereits erwähnten theoretischen 
und kritischen Arbeiten Harpers hingewiesen, welche sich um 
Klärung des bisherigen Erfahrungsstandes über die Rekombination 
bemühen. 

Auch im Hinblick darauf, daß die Kolonnentheorie häufig zur 
Erklärung von Gasleitfähigkeitsverhältnissen herangezogen wird, 
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beabsichtigte die vorliegende Arbeit einen Beitrag zu leisten zur 
weiteren Aufklärung der Leitfähigkeitsverhältnisse bei ausgeprägtester 
Kolonnenstruktur der Tragerverteilung im Gas, wie es bei den 
Alphastrahlen der Fall ist. 


II. Versuchsanordnung 

Als Strahlungsquelle diente ein Poloniumpräparat'), das auf 
die Kuppe K eines Kupferstiftes aufgeschlagen war. Der Kupferstift 
war in ein Messingröhrchen eingesenkt, Zum | Llettrenctr 
welches sich in einem Messingstab fort- 
setzte, so daß der Präparatträger durch 
die untere Einschmelzstelle in die Röhre 
eingeführt werden konnte. we 

Die «-Strahlung wurde dann durch Joma 
einen Kanal von 1,5 cm Lange und 2 mm 
Durchmesser ausgeblendet, so daß wir es Vv 
mit einem Strahlenbündel von kreisförmiger 
Öffnung zu tun haben, dessen Achse der 
Feldrichtung parallel steht. 

Die Meßkammer bestand aus einem 
Schutzringplattenkondensator. Die auf 
Spannung gelegte Elektrode E, war in 
Topfform ausgebildet. Nach den Unter- 
suchungen von E. Regener?) stellt sich 
die gewählte Form des Plattenkonden- 
sators für die Sättigungskurve am geeig- 
netsten dar. Der Bereich der Trägererzeu- 
gung muß möglichst großen Abstand zur 
Gefäßwand haben, um Abdiffundieren von 
Trägern an die Gefäßwände zu vermeiden. 4p} 1. Versuchsröhre 

Der Schutzring Sch setzte sich in 
einer langen Messingröhre fort, welche sich dem in der Versuchs- 
röhre eingeschmolzenen Kupferring KE anschmiegte. Der zur Erde 
geleitete Kupferring diente ferner zur Vermeidung des Überkriechens 
von fremden Ladungen auf die Meßelektrode. 

Die zu einem abschaltbaren Binantelektrometer geführte MeB- 
elektrode hatte einen Durchmesser von 3,2 cm. Der Abstand des 
Schutzringes war 0,5 mm. Der Schutzring war dann, zur möglichsten 
Gewährleistung eines homogenen Feldes, noch so breit, als es der 
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1) Wir verdanken dasselbe dem freundlichen Entgegenkommen der 
Chininfabrik Braunschweig. 

2) E. Regener, Ber. d. Dtsch. Phys. Ges. 13. S. 1065. 1911. 
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Durchmesser der Versuchsröhre von 8cm erlaubte. Der Platten- 
abstand betrug 4 cm. 

Die Temperatur in der Meßkammer wurde durch ein Messing- 
Konstantan-Thermoelement gemessen, welches gegen eine Eis-Wasser- 
mischung geeicht war. Über die 60 cm lange Röhre, gegenüber deren 
Volumen der tote Raum der engeren Ansätze stark zurücktritt, ließ 
sich ein elektrischer Ofen schieben, dessen Heizspirale die Röhre 
soweit als möglich einschloß. 

Das Meßgas wurde durch den mit Apiezonfett gedichteten, 
außerhalb der Heizung befindlichen Hahn H eingelassen. Die Röhre 
hatte zunächst Luftfüllung. Die Luft wurde dem Freien entnommen, 
durch Glaswolle von Staub frei gemacht und in einer großen Flasche 
mit Phosphorsäure vorgetrocknet. Alsdann wurde sie nochmals durch 
ein langes Phosphorsäuretrockenrohr geleitet. 

Zur Evakuierung des Systems diente eine Öl- und eine Queck- 
silberpumpe. Der benutzte Überdruck der Luft wurde mit einer 
ungefetteten Handpumpe hergestellt. Ein langes Quecksilbermano- 
meter zur Druckmessung befand sich direkt hinter dem Röhrenhahn. 
Zu seiner Herstellung wurde ein möglichst enges Rohr verwendet, 
um den toten Raum auch hier nicht unnötig zu vergrößern. 

Zur Aufnahme der Stromspannungskurven wird die Auflade- 
methode angewandt. Bei allen Messungen war die Aufladezeit 
30 Sek. und die maximal beobachtete Aufladung etwa 150 Skt. Bei 
einer Empfindlichkeit von 1,8-10~®° elst. E./Skt. und Annahme nur 
einfach geladener Träger entspricht die genannte Höchstaufladung 
1,8. 10° Trägerpaaren oder 1140 «-Teilchen. Da die Verweilzeit 
einer Kolonne im Meßraum a 


1) 

2uX 

beträgt, so befindet sich schon bei 50 Volt durchschnittlich nur eine 
Kolonne im Meßraum. 
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III. Die Messungen in Luft 


Es wurden zunächst Stromspannungskurven für beide Vor- 
zeichen bei Atmosphärendruck und Zimmertemperatur aufgenommen, 
die sich bei mehrmals wiederholter Evakuierung der Röhre genau 
reproduzieren ließen. Die aufgeladene negative Trägermenge war 
bei niederen Spannungen etwas größer als die bei der gleichen 
Spannung gemessene positive Aufladung. Dieser Unterschied ver- 
schwand jedoch mit zunehmender Spannung und findet seine Er- 
klärung im Unterschied der Beweglichkeiten der positiven und 
negativen Träger. 


1) Bedeutung der Buchstaben vgl. Bezeichnungen unter V 2a. 
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Ebenso waren die alsdann bei gleicher Dichte gemessenen Strom- 
spannungskurven für höhere Temperaturen genau reproduzierbar. 
Die höchste Temperatur betrug 210° C. Diese Kurven glichen in 
ihrem Verlauf völlig den von Becker und Schaper veröffent- 
lichten. 

Zur Ausschaltung des Dichtefehlers bei der Erwärmung infolge 
des toten Raumes und zum vollständigen Überblick über den Einfluß 
der Versuchsbedingungen wurden nunmehr Stromdruckkurven mit 
der Spannung als Parameter bis zum Druck von 1200 mg Hg bei 


> 


Werte gleicher Dichte 


Abb. 2. Stromdruckkurven in Luft. 
——— 20° C-Kurve, — - — 210° C-Kurve, e 2 Volt, A 10 Volt, + 20 Volt, 
v 50 Volt, x 200 Volt, o 500 Volt 


Zimmertemperatur und 1700 mm Hg bei 210° aufgenommen (Abb. 2). 
Diese Strommessungen wurden zum Zwecke der Sicherstellung der 
gesuchten Zusammenhänge in zweierlei Weise durchgeführt. Zu- 
nächst wurde sowohl bei steigender als auch bei fallender Tempe- 
ratur für gewisse, jeweils festgehaltene Temperaturen der Druck 
variiert. Alsdann wurde von der höchsten Dichte an bei schrittweiser 
Erniedrigung und jeweiliger Festhaltung der Dichte die Temperatur 
variiert, so daß die Luft während der ganzen Versuchsreihe nicht 
erneuert werden mußte. Alle Versuchsverfahren ergaben überein- 
stimmende Kurven. Auftretende Dämpfe bei der Änderung der 
Temperatur spielten somit keine merkbare Rolle. 

Die für verschiedene Abfangspannungen erhaltenen Strom- 
druckkurven finden sich in Abb. 2. Dieselben steigen mit wachsen- 
dem Druck zu einem Maximum an und fallen dann wieder ab. Die 
Maxima wandern bei gleicher Temperatur mit zunehmender Span- 
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nung zu größeren Druckwerten, weil der Einfluß der Rekombination 
mit höheren Spannungen zu größeren Dichten sich verschiebt. Bei 
völligem Fehlen des Rekombinationseinflusses wäre zu erwarten, daß 
das Strommaximum bei Zimmertemperatur bei 550 mm Hg Druck 
läge, bei dem der kürzeste Strahlweg gleich der Strahlreichweite ist 
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Abb. 3. Stromspannungskurven in Luft. 
het Kurven gleicher Dichte: 
e 20°C und 350 mm Hg Druck v 20°C und 550 mm Hg Druck 
: © 210°C und 570 mm Hg Druck + 210°C und 910 mm Hg Druck 
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Abb. 4. Stromspannungskurven in Luft. 


>. Kurven gleicher Dichte: 
e 20°C und 750 mm Hg Druck v 20°C und 1050 mm Hg Druck 
© 210°C und 1240 mm Hg Druck + 210°C und 1750 mm Hg Druck 


und also völlige Strahlausnutzung im Gas vorliegt. Daß die Beob- 
achtung dieser Erwartung nicht entspricht, zeigt an, daß wir auch 
bei der höchsten benutzten Spannung die Rekombination noch nicht 
völlig ausgeschaltet haben und daß außerdem vielleicht noch ein 
Diffusionseinfluß vorliegt. Daß wachsende Temperatur die ent- 
sprechenden Kurven zu höheren Drucken verschiebt, ist ohne 
weiteres verständlich. 

Aus der Gesamtheit dieser Kurven ist es nun möglich, den 
Temperatureinfluß für festgehaltene Dichte des Gases ohne Störung 


: 
. 
. 4 
Le 
an 
= 
an 
| 
D 


7 W. Seitter. Über den Einfluß der Temperatur usw. 119 nn : 


durch den toten Raum der Versuchsanordnung zu entnehmen. Wir ne 
haben hierzu vier verschiedene Dichtewerte der Luft herausgegriffen 
und die beiden jeweils zusammengehörigen Werte beider Tempe- j 
raturen, nämlich 20 und 210", durch eine Verbindungsklammer in Sf 
Abb. 2 angedeutet. 


In Abb.3 und 4 sind die so gewonnenen Stromspannungskurven 
für die vier verschiedenen Dichten jeweils für die beiden Tempe- = 
raturen gezeichnet. Wie bei Erikson’) und Wolff?) ist der Träger- 2 


strom für die höhere Temperatur bei den kleinsten Spannungen 
niedriger als für die tiefere Temperatur. Von einer gewissen Span- 


nung an jedoch, welche offenbar mit zunehmender Gasdichte eben- ‚ . 
falls größer wird, ist der Trägerstrom bei der höheren Temperatur _ ' 
stets gréBer als bei der tieferen. 5 
Es ist üblich®, den Einfluß der Temperatur durch die relative . 
. Ve 

Stromzunahme f = + = fiir 1° Temperaturunterschied anzugeben. 


8 soll uns nur dazu dienen, den gemessenen Temperatureinfluß in 

den verschiedenen Gasen in Abhängigkeit von der Spannung und dr 
‘ 
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mm Hg Druck 
Abb. 5. Stromerhéhung in Promille Abb. 6. Stromerhéhung in Promille \ 
ia OGY o Cc 4 
li di 
Temperaturkoeffizient = j in Temperaturkoeffizient = ar " 
Luft in Abhängigkeit von der Span- Luft in Abhängigkeit vom Druck. 5 
‘nung bei den 4 verschiedenen Dichten. e bei 200 Volt Spannung 
Drucke der 4 verschiedenen Dichten O Spannuug 
reduziert auf 20° C: , 4 
e 350 mm Hg + 750 mm Hg I 
v 550 mm Hg oO 1050 mm Hg 


1) H. A. Erikson, Phys. Rev. 27. S. 473. 1908. 
2) K. Wolff, a.a. 0. r 
3) Betrachtung der bisherigen Beobachtungen vgl. bei W. Mächler, 
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dem Druck iibersichtlicher zu veranschaulichen, wenn es auch nicht 
unmittelbar mit dem Rekombinationskoeffizienten « in Zusammen- 
hang gebracht werden kann. 

In Abb. 5 geben wir den Gang von 3 mit der Spannung und 
in Abb. 6 mit dem Druck wieder. Von 200 Volt an haben wir für 
alle vier Kurven einen erwartungsgemäßen langsamen Abfall des 9 
mit der Spannung. Ebenso fallen die den Spannungen von 200 und 
500 Volt entsprechenden 8 im ganzen Druckbereich ab. ‘pea 


IV. Die Messungen in Krypton und Neon 

Ebenso wie fiir Luft wurden alsdann die Stromdruckkurven in 

Krypton bei 20 und 215° sowie diejenigen in Neon bei 20 und 220° 
gemessen (Abb. 7 und 8). 
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Abb. 7. Stromdruckkurven in Krypton. 
020° C-Kurve, — - — 215° C-Kurve, e 2 Volt, A 10 Volt, + 20 Volt, 


v 50 Volt, x 200 Volt, o 500 Volt 


Wachsende Spannung führt bei diesen Kdelgasen zu erheblich 
größerer gegenseitiger Annäherung der Strommaxima als bei Luft, 
was für eine bessere Erreichung des Sättigungszustandes und Zurück- 
treten der Wiedervereinigung spricht. 

Für die in Abb. 7 eingezeichneten vier verschiedenen Dichten 
des Kryptons wurden dann wiederum die Stromspannungskurven für 
die beiden Temperaturen dargestellt und aus ihnen der Temperatur- 
koeffizient 2 bestimmt. Die Verbindungsklammern heben wiederum 


die gleichen Dichten bei beiden Temperaturen hervor. Abb. 9 zeigt 


die Abhängigkeit des # von der Spannung in Krypton. Von 200 Volt 
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500 Volt 


Abb. 11. Temperaturkoeffizient $ = 


W. Seitter. 
Skt /30 Sek 
50} 
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Abb. 8. Stromdruckkurven in Neon. 
20° C-Kurven, — - — 220° C-Kurven, e 2 Volt, A 10 Volt, + 20 Volt, 
v 50 Volt, x 200 Volt, © 500 Volt 
10 
\ 
~ 
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Abb. 9. Temperaturkoeffizient Abb. 10. Temperaturkoeffizient 
di di 
ß FRE Krypton in Abhängigkeit | ar Neon in Abhängigkeit u 
von der Spannung bei den 4 ver- von der Spannung bei den 3 ver- I 
schiedenen Dichten. schiedenen Dichten. = 
Drucke der 4 Dichten bezogen Drucke der 3 Dichten bezogen 
auf 20°C: auf 20°C: 
e 250 mm Hg oO 600 mm Hg e 500 mm Hg + 1000 mm He 
- 420 mm Hg 0 1020 mm Hg o 800 mm Hg EZ 
3 
Luft: 
I bei 200 Volt IT bei 500 Volt 
Krypton: 
=const zwischen 200 und gs 
500 Volt 
Neon: 
8 = const zwischen 50 und 
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di 
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in Abhängigkeit vom Druck 
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an nimmt bei allen vier Dichten der Temperaturkoeffizient mit 
zunehmender Spannung nicht mehr ab, was wiederum den 
besseren Sättigungsgrad bei Edelgasen veranschaulicht. Mit zu- 
nehmendem Druck sinkt # ab und wird für Krypton bereits bei 
1020 mm Null. 

Die Ergebnisse bei Neon sind denjenigen bei Krypton voll- 
ständig analog. Die in Abb. 10 dargestellten Temperaturkoeffizienten 
für drei verschiedene Dichten zeigen dieselbe Spannungsabhängigkeit 
wie in Krypton, und die Abnahme mit dem Druck tritt auch hier 
deutlich hervor. 

Einen Überblick über das Gesamtverhalten aller drei unter- 
suchten Gase bezüglich der Druckabhängigkeit von $ gibt Abb. 11. 


V. Auswertung der Meßergebnisse 
1. Allgemeines 


Bei der Auswertung der Meßergebnisse ist die schon früher 
erwähnte Möglichkeit eines Diffusionseinflusses auf den Kurven- 
charakter zu beachten. Ein solcher muß um so mehr zurücktreten, 
je mehr wir zu höheren Drucken und höheren Spannungen über- 
gehen. Wir legen daher das Hauptgewicht auf die Auswertung 
unserer unter diesen Bedingungen gewonnenen Mebergebnisse’). Da 
der Diffusionsverlust sich mit zunehmender Dichte beständig ver- 
mindern wird, so ist der mit zunehmender Dichte beständig geringer 
werdende Temperatureinfluß auf die Stromzunahme, wie er in Abb. 11 
dargestellt ist, hinsichtlich des monoton fallenden Kurvenverlaufs 
von einem möglichen Diffusionsverlust unbeeinflußt. Die Abnahme 
des Temperatureffektes mit zunehmender Dichte wird also den 
elektrischen Vorgängen in den untersuchten Gasen entsprechen. 

Der von uns festgestellte Verlauf des # mit dem Druck erinnert 
an einen ähnlichen Verlauf, den Mächler bei Gammastrahlerregung 
und hohen Gasdrucken bis 25 Atm. festgestellt hat. Wenn dessen 
f-Werte bei kleineren Drucken zunächst mit wachsenden Werten 
derselben ansteigen und erst nach Erreichen eines Maximums im 
genannten Sinne abfallen, so darf man hierin offenbar ein Anzeichen 
für eine Annäherung der bei Gammastrahlerregung vorliegenden 
Verhältnisse an diejenigen der Alphastrahlerregung mit wachsendem 


1) Über zur Zeit noch wenig übereinstimmende und teilweise sich wider- 
sprechende Deutungsversuche der Abnahme des 'Trägerstromes mit zunehmen- 
der Temperatur bei kleinen Abfangspannungen vgl. K. Wolff, Ztschr. f. Phys. 

75. S. 570. 1932; B. Gross, Ztschr. f. Phys. 80. S. 132/33. 1933; W.R. Harper, 
Proc. Cambr. Phil. Soc. 29. S. 153. 1932/33. 
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Druck sehen, die offenbar durch die Ausbildung von Kolonnen auch 
bei Gammastrahlung mit wachsendem Druck zu deuten ist’). 


bs . Quantitative Auswertung der MeBergebnisse für Luft’) 
a) Beschreibung des Auswertungsverfahrens 


Die Wiedervereinigung der Träger in der Kolonne wurde 
bisher zahlenmäßig am besten durch die von Jaffé*) aufgestellten 
Gleichungen erfaßt. Sie gehen ebenfalls wie bei homogener Träger- 
verteilung davon aus, daß die Geschwindigkeit dn/dt, mit welcher 
die Zahl n der in der Volumeinheit vorhandenen Träger zeitlich 
abnimmt, sich auch in der Kolonne analog dem Massenwirkungsgesetz 


vollsicht, wenn positive und negative Träger in gleicher Anzahl n 
vorhanden sind. Demgemäß soll « eine W ahrscheinlichkeitskonstante 
sein mit der Dimension cm? sec~!, während n jedoch eine durch 
Diffusion und Rekombination bestimmte örtliche und _ zeitliche 


u 

D den mittleren Diffusionskoeffizienten der beiden Trägerarten, 
« den Wiedervereinigungskoeffizienten gemäß obiger Gleichung, 
d den Elektrodenabstand, 


X das elektrische Feld = = ; V = Spannung in Volt, 7 


N, die lineare Trägerdichte in einer Kolonne, d.h. die Zahl der pro Zenti- 
meterbahn eines «-Teilchens erzeugten Trägerpaare, 
b den Kolonnenparameter, d.h. das Yr/4fache des mittleren Abstandes 
der Träger von der Kolonnenachse im Anfangszustand, 
i den gemessenen Strom, 
J den Sättigungsstrom. 


- 
Führt man die Hilfsveränderlichen ein: 
or 


) Über die Heranziehung der Kolonnenträgerbildung zur ua von 
Leitfähigkeitsmessungen bei anderen Strahlen als Alphastrahlen vgl. ins- 
besondere B. Gross, Zitschr. f. Phys. 78. S. 271. 1932. 

2) Auf eine Durchrechnung der anderen Gase mußte wegen ungenügender 
Kenntnis der benötigten Konstantengrößen verzichtet werden. 


Es bezeichne fiir das Folgende: 
> 
die mittlere Beweglichkeit der beiden Triigerarten, 4 
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wobei gy der wahrscheinlichste Winkel der «-Strahlen gegen die 
Feldrichtung bedeutet, so werden schon für kleine Winkel g}) die 


Sättigungskurven durch die Gleichung dargestellt: 

1 
J 1+gf@’ 


H, (iz) ist eine Hankelsche Funktion nullter Ordnung. = 

H. Zanstra?) hat den Kurvenverlauf von f(z) für z zwischen 
10-* und 12,0 in guter Näherung dargestellt, und ein einfaches 
Verfahren zur Bestimmung des Sättigungswertes J angegeben, welches 
im nächsten Abschnitt benutzt wird. 

Mittels der auf diese Weise erhaltenen Sättigungswerte läßt 
sich alsdann die Abhängigkeit des Rekombinationskoeffizienten von 
den Versuchsbedingungen durch einfache Rechnung darstellen, indem 
man nach Gross?) f(z) durch eine logarithmische Funktion ersetzt. 
Die Ergebnisse dieser Rechnung werden im übernächsten Abschnitt 
dargelegt. 


b) Graphische Bestimmung des Sättigungswertes 


Die Gl. (1) läßt sich als lineare Funktion zwischen 1/i und f(z) 


darstellen, wobei q als Konstante angenommen ist. Die Geraden für 
verschiedene Dichten schneiden also auf der 1/i-Achse den reziproken 
Sättigungswert 1/J ab. 

Zur Berechnung von z seien für Luft folgende Werte bei 
Zimmertemperatur und 760 mm Druck angenommen: 


u 1,65 em Volt 
sec em 
D = 37.102 , 
sec 
9=1°, 


= 
| 


= 1,79-10~5 cm ®). 


1) G. Jaffé, Phys. Bimbe. 30. S. 853. 1929. 

2) H. Zanstra, Physica 2. 8. 817. 1935. 

3) B. Gross, Vkschr. f. Phys. 78. S. 271. 1932. 

4) Infolge der ungenügenden Kenntnis der Recent, inchesendere des 
Kolonnenparameters b, welche in diese Methode der Bestimmung des Wieder- 
vereinigungskoeffizienten eingehen, soll im folgenden auch nicht der Absolut- 
wert von « bestimmt werden. 
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Man erhält sodann für z: 
xX? 
z= 13,6 pr 


wobei p in Millimeter Hg gemessen wird. 

Für die einzelnen Dichten p bestimmt man nun die z für die 
verschiedenen Feldstärken und entnimmt die f(z) aus den Kurven 
von Zanstra. Diese f(z) trägt man alsdann gegen die den ver- 
schiedenen Spannungen entsprechenden reziproken Stromwerte auf 
und extrapoliert auf den Schnittpunkt mit der 1/i-Achse (Abb. 12). 


Z 
i 
4 
1 1 
9 
=; Abb. 12. + f(2). 
pane 20°C: Oo 350 mm Hg, @ 450 mm Hg, © 550 mm Hg, 
3 & 900 mm Hg, e 1050 mm Hg; 
—-+— 210°C: o 580mm Hg, @ 740 mm Hg, © 910 mm Hg, 
& 1480 mm Hg, e 1715 mm Hg 


Wie zu erwarten war, sind die 1/2-Werte der niederen Span- 
nungen zu hoch, so daß die Kurven keine Geraden darstellen. Dies 
kann seine Ursache in früher bereits besprochenen Einflüssen haben 
und nicht zuletzt auch darin, daß bei kleinen Spannungen mehrere 
Kolonnen gleichzeitig vorhanden sind, und somit auch Rekombination 
von Trägern verschiedener Kolonnen statthaben wird. Die 1/?-Werte 
für die Spannungen von 200 und 500 Volt sind jedoch sichere Werte, 
und die durch sie gezogenen Geraden genügen zu einem Vergleich 
der Sättigungswerte für die beiden Temperaturen bei den verschie- 
denen gleichen Dichten. Die in der Abb. 12 ersichtlichen Ver- 
bindungsklammern verbinden jeweils die Geraden gleicher Dichte 
und verschiedener Temperatur. Aus den extrapolierten Sättigungs- 
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werten ist fiir unseren Temperaturzuwachs eine Zunahme der totalen 
Trägerbildung zu ersehen, welche jedoch mit zunehmender Dichte 


immer geringer wird. | 
ce) Bestimmung der Druckabhängigkeit der Rekombination fi 


Um auf Grund unserer Versuche zahlenmäßige Aussagen über 
die Rekombination machen zu können, verwenden wir das Annähe- 
rungsverfahren von Gross, das für kleine Werte von z und gemäß 
unseren Versuchen für kleine Winkel g gültig ist, in der Form 

J 
2 
(2) = 4 
z2 
l+qe"Iln 


In dieser Gleichung bedeuten 


Gemäß unseren früheren Ausführungen über die Möglichkeit 
eines Diffusionseinflusses wollen wir obige Gleichung nur bei Drucken 
über 900 mm Hg und nur für die höheren Spannungen benutzen. 

Bei Annahme folgender Beziehungen: J = const (bei voller 
Strahlausnutzung); N, proportional p; b, u und P proportional 1/p, 
läßt sich die Gl. (2) in folgende Form fassen 
(3) i= 


l+a-a,-p*- log at 


worin V = Potentialdifferenz der Elektroden a p = Druck in 
Millimeter Hg bedeuten. Nach den im vorigen Abschnitt an- 
gegebenen Konstantenwerten wird a, = 1,16. 

Gemäß der graphischen Bestimmung sei der Sättigungswert in 
dem gewählten Druck- und Temperaturbereich konstant angenommen, 
und zwar J = 112. 

Da wir uns nicht die Absolutbestimmung von «, sondern nur 
dessen Gang mit den Versuchsbedingungen zur Aufgabe gestellt haben, 
können wir als Bezugswert « = 1 setzen für p = 900 mm Hg und 
Zimmertemperatur und alsdann a, durch Vergleich mit der Messung 
an dieser Stelle berechnen. Man erhält a, = 4,65 - 107, 

Somit lautet die Gleichung 
, 112 


1 + ü+e*?.4,65 107". p®-lo 


\ 
b 
u 
> 
4 
= 
] 
R 
4, 
i 
> 
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W. Seitter. Uber den Einfluß der Temperatur usw. 
en worin @ nun ein dem Wiedervereinigungskoeffizienten « proportionaler 
ite Wert, bezogen auf « = 1 bei 900 mm Druck und Zimmertemperatur 
bedeutet. @ wird also angeben, wie « oberhalb 900 mm vom Druck 
und der Temperatur abhängig ist. 
Aus der Gleichung (4) ergibt sich er 
er 112 -i 
i+ 4,65 - 107‘ log 
Die so erhaltenen Werte von @ sind in Abb. 13 aufgetragen. Man 
sieht, daB @ im allgemeinen mit wachsendem Druck ansteigt und 
‘ 
10 40 a 
~ 
a. 500 Volt 200 Volt 50 Volt 
rr Kurven gleicher Dichte: 0 20°C, e 210°C 
D, Abb. 13. @ in Abhängigkeit von Druck, Temperatur und Potentialdifferenz 
für getrocknete Luft 
einem Höchstwert sich zu nähern scheint. Wir befinden uns demnach 
bei 1200mm Hg-Druck noch vor dem Maximum des Wiedervereinigungs- 
koeffizienten, wie es von Kraus?) bei 1,7 Atm. beobachtet worden ist. 
. Diese Aussage muß im wesentlichen durch die bei der höchsten 
‘i Spannung gemachten Befunde gestützt werden, während wir die 
Sicherheit der auf niedrigere Spannungen bezüglichen Kurven nach 
' früher bereits besprochenen Gründen als weniger hoch bezeichnen 
y müssen. Die Frage einer Spannungsabhängigkeit von « kann daher 
j nicht sicher beantwortet werden. 
\ 7 d) Berechnung der Temperaturabhängigkeit der Rekombination 
l Zur Bestimmung der Temperaturabhängigkeit von « führen wir 
4 schließlich die Temperatur in unsere Gleichung (3) ein: 


Wir nehmen in Übereinstimmung mit der bisherigen Erfahrung 
an, daß u temperaturunabhängig, und D der Temperatur proportional 


0 


sei. Dann miissen fiir a, und a, die neuen Konstanten a, und 


R l) P. Kraus, a. a. O. .* 
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a, gesetzt werden. T ist die absolute Temperatur des Gases, 


0 
T, ist die absolute Zimmertemperatur. Nennen wir das so ver- 
änderte z jetzt z’, so lautet die Gleichung 
a, T, Po® e* joe a, Tp, 


T 


Trägermenge. p, ist der zur gleichen Dichte gehörige, auf Zimmer- 
temperatur reduzierte Druck. 

Die Temperaturen lassen sich nur bis zur Dichte von 1050 mm Hg- 
Druck bei Zimmertemperatur vergleichen. Der so gefundene Tempe- 
raturgang von @ ist ebenfalls schon in Abb. 13 eingetragen. Der 
Wert von @ nimmt mit steigender Temperatur in allen Fallen ab. 
Der Absolutbetrag der Abnahme soll nicht weiter untersucht werden, 
da neben der angenäherten Berechnung in die indirekte Bestimmungs- 
methode von « noch die anderen Trägerkonstanten eingehen, deren 
Werte noch teilweise unsicher sind. 

Der Gang der errechneten @-Werte mit der Dichte läßt ferner 
vermuten, daß eine Abnahme des Temperatureinflusses auf die Wieder- 
vereinigung mit zunehmender Dichte vorhanden ist. Dasselbe Er- 
gebnis hatten auch die erwähnten Messungen Mächlers mit Gamma- 
strahlen bei hohen Drucken. Es scheint also in der Tat eine Analogie 
zwischen der Alphastrahlleitfahigkeit und der Gamma- und Ultra- 
strahlleitfähigkeit bei hohen Drucken infolge der Kolonnenausbildung 
vorhanden zu sein. 

Wenn wir im vorstehenden versucht haben, unsere Beobachtungen 
durch eine der vorliegenden theoretischen Erwägungen quantitativ 
zu verarbeiten, so müssen wir aus dem Ergebnis dieses Versuchs 
den Schluß ziehen, daß wir damit von einer befriedigenden Erfassung 
der beobachteten Erscheinungen, d. h. allgemein des Vorgangs der 
Erzeugung und der Vernichtung der Elektrizitätsträger, noch weit 
entfernt sind. Damit- liefern wir aber zugleich einen Beitrag zu der, 
wie in der Einleitung schon erwähnt, neuerdings auch im bisherigen 
Schrilttum zutage tretenden Erkenntnis, daß diese Vorgänge viel 
weniger einfacher Art sind, als daß sie durch einen mehr phänomeno- 
logischen Ansatz, wie er gewissermaßen im Massenwirkungsgesetz 
vorliegt, erschöpfend dargestellt werden könnten. Bezüglich der 
Trägerentstehung muß offenbar schon, wie es auch unsere Versuche 
audeuten, neben der eigentlichen Strahlwirkung eine (mit wachsender 
Temperatur zunehmende) Beteiligung der Molekularenergie des Gases 
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Noch weniger einheitlich aber läßt sich offenbar der Rekombi- 
nationsvorgang übersehen. Unsere Arbeit bringt neue Hinweise darauf, 
daß es auch in der Trägerkolonne bei normalem Druck möglich 
erscheint, daß neben der Rekombination molekularer Träger (normale 
Rekombination) diejenige eines Moleküls mit seinem durch Erregung 
gelockerten (bzw. abgetrennten) Elektron (von Harper Vorzugs- 
rekombination genannt) in Betracht kommt, welche wahrscheinlich 
durch verschiedene Trägerabfangspannungen auch verschieden stark 
beeinflußt werden können. 


2 VI. Zusammenfassung 
Es wurde der Druck- und Temperatureinfluß auf die Alpha- 
strahlleitfahigkeit in Luft, Krypton und Neon durch Aufnahme der 
Strom-Druckkurven für verschiedene Spannungen und für eine Tempe- 
raturdifferenz von etwa 200° untersucht. 


Aus den beobachteten Kurven wurden der Temperaturkoeffizient 


- und Relativwerte des Rekombinationskoeffizienten in 
ihrem Zusammenhang mit Druck, Temperatur und Spannung her- 
geleitet. 


Der Temperaturkoeffizient # nimmt mit zunehmendem Gasdruck 
ab und erreicht bei Krypton und Neon nahe den Nullwert. 

Die graphisch bestimmten Sättigungswerte der Stromspannungs- 
kurven wachsen insbesondere bei den kleineren Dichten mit der 
Gastemperatur. Es wird hierdurch eine Mitbeteiligung der molekularen 
Energien bei der Trägerbildung angedeutet. 

Der Versuch, die gemachten Beobachtungen durch vorhandene 
theoretische Ansätze zu beschreiben, führt zu dem Schluß, daß diese 
Ansätze nicht genügen, um die tatsächlichen Vorgänge unserer Ver- 
suche erschöpfend zu erfassen. 

Der Rekombinationskoeffizient « steigt in Luft mit wachsendem 
Druck bei Zimmertemperatur langsam an und nähert sich einem 
Maximum. Er nimmt in dem betrachteten Druckbereich mit steigender 
Temperatur ab. Der TemperatureintluB auf « scheint mit zunehmender 
Dichte geringer zu werden. 

Herrn Prof. A. Becker danke ich für die Anregung zu dieser 
Arbeit und für seine stete fördernde Anteilnahme, Herrn Dr. Werner 
Veith, Assistent am hiesigen Institut, für seine bereitwillige Hilfe 
bei der Durchführung der Arbeit. 

Heidelberg, Philipp-Lenard-Institut der Universität. 


(Eingegangen 6. August 1938) 
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„Geister“ der Linien von Beugungsgittern 


- Von F. Paschen 
ng (Mit 2 Abbildungen) 


a Inhaltsangabe: Starke und scharfe Spektrallinien großer Rowland- 
scher Konkavgitter sind in höherer Gitterordnung begleitet von einem System 
sehr nahe (wenige !/,oo A) und symmetrisch liegender Linien. Nach der Messung 
der Abstiinde sind diese Linien als Geister aufzufassen, welche herriihren von 
einer Einteilung der Gitterfläche in wenige Teile, vielleicht der Periode ent- 
sprechend, welche durch die Bedienung der Maschine während der Teilung 
gegeben ist. 


Beugungsgitter besitzen meist außer der in der Teilung be- 
absichtigten Periode weitere unbeabsichtigte und unerwünschte Perio- 
dizitäten, deren Beugungsbilder sich in sogenannten „Geistern“ der 
Spektrallinien bemerkbar machen. Die Lage und Intensität solcher 
zuerst von Quincke!) beschriebener Geister ist theoretisch von 
C. Peirce?) und besonders umfassend von H. A. Rowland ®) behandelt 
worden. Die theoretisch berechneten Intensitäten werden in der 
Praxis infolge komplizierterer geometrischer Anordnung der Gitter- 
furchen meist nur angenähert wieder gefunden. Nahe gültig erscheint die 
theoretische Forderung, daß die Intensität der Geister dem Quadrat 
der Ordnung der Hauptbeugung proportional sein soll, so daß die- 
selben bei guten Gittern nur in höherer Ordnung hervortreten. Die 
theoretischen Aussagen über die Lage der Geister sind dagegen stets 
strenge erfüllt. Es möge hier eine kurze Darstellung derselben 
rekapituliert werden, welche an eine Behandlung des Beugungsgitters 
von Lord Rayleigh‘) anschließt. 

Die Breite der geteilten Gitterfläche sei Ne (N = Zahl, e= Ab- 
stand der Furchen). Infolge dieser Breite der Licht empfangenden 
und entsendenden Fläche treten beiderseits des direkten (ungebeugten) 
Bildes Beugungsminima auf, sobald die Gangdifferenz 4 zwischen 


a 1) G. Quincke, Pogg. Ann. 146. S. 1. 1872. 
a 2) C. Peirce, Ann. Journ. Math. 2. S. 330. 1879. 
3) H. A. Rowland, Phil. Mag. (5) 35. S. 397—419. 1893; Astron and Astro- 
Physics 12. S.129—149, 1893; wiedergegeben in H. Kay sers Handb. d. Spektrosk. 
Bd. I, Leipzig 1900, § 428, S. 438. 
4) Lord Rayleigh, Wave Theory of Ligth. Encyclopaedia Brittanica. 
9. Aufl. Bd. 24, 8. 438. 
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den Randstrahlen, welche über die beiden Giiterränder zum Bilde 
führen, wird: 

4=mi, m=1, 2, 3... 
Von diesen Minimis der Wellenlänge 4 werden infolge der Teilung 
der Gitterfläche diejenigen in Hauptmaxima der Beugung verwandelt, 
für welche gilt: 

mm=2N, z2=1,2,3.. 

z ist die Ordnung der Beugung. 

Es wird also das (¢N)te Minimum, gezählt vom direkten Bilde 
an ein Hauptmaximum der Beugung der Wellenlänge 4 von der 
Ordnung z. 

Liegt außer dieser durch N gegebenen Periode noch eine weitere 
vor, der zufolge die geteilte Fläche aus N’ in gewisser Weise 


-g4 A 
A 43 Fy 
LN-4N'  ZW-3N' 2N-2N' ZW ZN+1N' ZN+2N' ZW+3N' ZW+UN' 
——>Zahld. Minima v.direckten Bilaangerechner 


Abb. 1 


gleichartigen Teilen besteht [N’(v-s) = N-«; v-Furchen wiederholen 
sich periodisch N’mal], so werden weitere Minima zu Maximis. Sie 
liegen dort, wo die Gangdifferenz 4 zwischen den Randstrahlen beträgt: 


=zNALEN'A, E=1,2,8... 


Von den Hauptmaximis z = 1, 2,3... an gezählt werden beiderseits 
die (£N’)ten Minima in solche Maxima verwandelt. Diese heißen 
„Geister“ der Linie A. 

In der Ordnung z entsteht das Bild der Abb. 1. Die Wellen- 
linie stellt die Maxima (vergrößert) und dazwischen die Minima vor, 
deren Zahl vom direkten Bilde an gerechnet ist. 


Es ist: 4=2zN 3S... 


AS : 1 
& ist die Ordnung der Geister. &= 1 ist der erste Geist, dessen 


mar 


Wellenlänge um + + von derjenigen A des Hauptmaximums der 
Ordnung z abweicht, weil er um N’-Minima von ihm entfernt liegt. 


5 ist der Abstand aufeinander folgender Geister. u 
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Es können mehrere Perioden N,’, N, ... in der Teilung vor- 
handen sein. Jede gibt Anlaß zu derartigen Geistern, sobald wird: 


it... 


- Man wird die Geister, wie oben‘ gesagt, bei guten Gittern nur 
in höheren Ordnungen deutlich ausgeprägt erhalten. Aber auch da 
wird man nur diejenigen Systeme von Geistern beobachten, welche 
an eine Hauptlinie anschließen, also der Bedingung: 


N/A 


entsprechen. D.h. man darf die Linie 2 in der Ordnung z erwarten 
je mit einigen Geistern der N,'-, der N,’- usw. Teilung des Gitters. 
Aber die Geister z.B. der N,’-Teilung werden selber kaum mehr 
Nebengeister der N,’-Teilung zeigen, da diese im allgemeinen zu 
schwach sind. 

Wie die Intensität der Hauptmaxima mit wachsendem 2, so 
nimmt die der Geister mit £& schnell ab, so daß nur wenige Geister 
niederer Ordnung rings um A sichtbar bleiben. 

Eine derartige Nebenperiode ist bei den Rowlandschen Gittern 
durch den Kopf der Teilungsschraube gegeben. Eine Schrauben- 
umdrehung gab bei den ersten Gittern 720 Furchen, deren Unregel- 
mäßigkeiten bei jeder Umdrehung wiederholt werden. Dem entsprechen 
Geister im Abstande + ie von den Hauptmaximis. Bei den 
späteren Gittern gab eine Umdrehung 750 Furchen. Diese Geister 
sind die längst bekannten. 

Die Wirkung einer weiteren Periode sei hier beschrieben. Bei 
starker Schwärzung verbreitert sich eine Spektrallinie zu einer nach 
beiden Seiten abnehmenden Schwärzung, wenn die Linie breit ist. 
Eine scharfe einfache Linie, wie solche z. B. im Edelgas-Glimmlicht 
der Hohlkathode emittiert werden, ergibt indessen bei richtiger') 
Spaltbreite in höherer Gitterordnung ein symmetrisches Linienbild 
des Aussehens der Abb. 2 (Bild von 5890 III. O., 2941 IV. O. altes 
Gitter. Intensitäten nicht symmetrisch). 

Sehr nahe der starken und scharfen Linie liegt symmetrisch zu 
beiden Seiten eine Reihe schwächerer gut definierter Linien. Dieses 
Bild unterliegt den Gesetzen der Gittergeister. Der Abstand der 
nächsten Nebenlinie von der Hauptlinie 4% beträgt wenige 3/,,, A 


und ist dargestellt durch 44 = . Stark sind im allgemeinen die 
Geister & = 1, 2, 4, 8 (wie bei den gewöhnlichen Geistern). he 4 


4) Vgl. F. Paschen u. J.8. Campbell, Ann. d. Phys. [5] 31. 8.33. 1938. 
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yr. I. Rowlandsches Konkavgitter geteilt mit N = 82500 Strichen. 
d: Gitterkonstante ce = SS mm (14438 Striche per inch). Radius 
396,89 cm. Normale bei 9300 I.O. Maßstab I. O. in der Normalen 
- 4,433 A/mm. Gewöhnliche Geister im Abstande — von den 
da Linien. Stark die Geister & = 1, 2, 3, 4, 8, meBbar bis § = 12 bei 
he starken Linien. Dieses Gitter!) ist eines der ersten von Rowland a 
hergestellten und wurde von ihm an v. Helmholtz geschenkt. 
on 1 
hr 
zu @ 
30 
er 
n Kin Bild ähnlich der Abb. 2 zeigen die Linien NaI D, und D, 
III.O. und II. O., die starken und scharfen einfachen Linien: In II 4 
’ 2941,0, In I 2932,6 IV. und V. O. und die Bleilinien 4057,8, 3740,0, 
ar 3683,5, 3639,6, 3572,7, 2802.0 II., III. und IV. O. Jede Komponente i 
der Feinstruktur-Triplets In II 5853 in III. O. und 3694 in III. und | 
21 IV. O. ist begleitet von den Geistern & = 1. 7 
h Aber auch bei breiteren Linien wie denjenigen des Singulet- 
t. Systemes von HeI 7281,3 II. O., 5047,7, 5015,7 II. und IIT. O. 4387,9, 
it 3613,6, 3187,7 und InI 4511,3 IL, III. und IV. 0. findet man die 
1) Geister & = 4, 8 deutlich ausgeprägt, bisweilen auch § = 2, während 
d der erste Geist &= 1 meist im Grunde der Verbreiterung dieser : 4 
Linien verborgen bleibt. 
Die Messung der Abstände dieser Geister von den Hauptlinien 7 
u ergab für alle angeführten Linien Übereinstimmung mit dem Aus- J 
‘ druck = 22500 + 300. 4 
r zv u 
\ Beispiel I: NaI D, 5890 III.O. A ber. = 5889,9504 + ¢ 4 Y 
oder 5889,9504 + 0,0869. 
1) Die Aufstellung dieses Gitters ist beschrieben: F. Paschen, Sitzber. : v 
\ Berl. Ak. d. Wiss. 30. S. 876. 1933. 
= = 


| 

| 

) 


Int. 
| beob. ber. 
+4 2 5890,297 0,298 , | 
+2 5 90,127 0,124 er 
+1 5 90,037 0,037 1 
0 15 89,950 9,950 oe 
—1 3 89,862 9,863 
-2 3 89,781 9,777 I 
2 89,603 9,603 
Aus dieser Messung wird abgeleitet: ein Wert 44 = - = 0,0869 Ä, 


3.» 
und ein Wert » = 22600. 


3eispiel II: In II 3694, Pb 3683,5, 3639,6 A. Geisterabstand 4% 
ze in IL, III. und IV.O. Wert» daraus abgeleitet nach 


f= II III IV 
4i(Ay= 0,0827 0,0549 
y= 22200 22500 22440. 
Ebenso ergab die Messung an In II 2941,0 und InI 2932,6 in 
IV. und V. 0. 


Mit v = 22500 erscheint die Gitterfläche (82500 Striche) in 3,667 Teile 
geteilt. Es ist daher wohl anzunehmen, daß hauptsächlich 3 Teile 
der geteilten Fläche dieses Beugungsbild erzeugen. Es würden dann 
nur 2 Minima zwischen 2 aufeinander folgenden Geistern liegen. 
Wirklich ist der Zwischenraum zwischen 2 Geistern ungefähr von 
der Breite der Linien. 

II. Rowlandsches ug (in Tübingen) geteilt mit 


110000 Strichen. c = SO -75 mm (15000 Linien per inch). Radius 


645,3 cm. Normale bei 12450 A I.O. Maßstab I. 0. in der Normalen 
2,6240 Ä/mm. 

Gewöhnliche Geister im Abstand & “5 von den Linien. Stark: 
£=1, 2, 3, 4, 9, 10, 11. 

Beziiglich der nahen Geister seien die Resultate neuerer Messungen 
an den alten Platten meiner Arbeiten über He Il’) und AIII?) 


wieder gegeben. 


. 1) F. Paschen, Ann. d. Phys. [IV] 50. S. 901. 1916. 
9 F. Pasehen, Ann. d. Phys. [IV] 71. 8. 142 u. 537. 1923. 
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Die Linie Al I 3082,16 A, im Helium-Glimmlicht der Hohlkathode 
emittiert, ergab aus den Geistern § = 2, 4 in den Gitterordnungen 
z= IH, IV folgende Resultate: Die Geister § = 1 waren an den + 
Rändern dieser Linie und derjenigen Al I 3092,71 sichtbar, aber nicht 

genau meßbar. (Spalt wahrscheinlich zu breit.) 


v= 22040 21970 
Auf » = 22000 + 200 führen Messungen an den Geistern & = 4, 8 \ = 
der Linien HeI 3187,7 III. und IV. O., 5015,7 II. und III. 0. 3613,6 ‘ 


IIT. O. 
Mit » = 22000 erscheint die geteilte Gitterfläche von j 
110000 Strichen ohne Rest in N’= 5 Teile zerlegt. j 
Die Abteilung in 3,667 Teile bei dem älteren und in 5 Teile 
# bei dem neueren Rowlandschen Gitter entspricht vielleicht der 
Bedienungs-Periode der Teilung (Ölung der Maschine. Nach den \ 
Angaben bei H.A.Rowland und in H. Kaysers Handbuch der | 
Spektroskopie Bd. I S. 409 darf man annehmen, daß die Maschine 
18—20 Furchen in der Minute teilte. Mit 19 Strichen pro Minute 
ergibt sich eine Teilungsdauer von 3mal 24 Std. für das alte und | 
von 4 Tagen und Nächten für das neuere (Tübinger)-Gitter. Obwohl \ = 
große technische Mittel aufgewendet wurden, um derartige Perio- . 
dizitäten zu vermeiden, erscheinen zwei derselben dennoch nur ver- 
ringert. Das empfindliche Phänomen der Beugung deckt die ver- 
bleibenden Reste in erstaunlich scharfen Bildern auf. 


e 
n Berlin NW, Lessingstr. 56. 
n 


(Eingegangen 16. September 1938) 
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Studien zur thermischen Ausdehnung fester Stoffe 
in tiefer Temperatur. II 


(Cr, 5-Mn, Mo, Rh, Be, Graphit, Ti, Zr, Bi, Sb, Sn und Beryli)*) 
Von H. D. Erfling 
(Mit 14 Abbildungen) 


Einleitung 

1. Die verhältnismäßig einfachen Beziehungen zwischen Atom- 
wärme und thermischem Ausdehnungskoeffizient (AK.), die nach Er- 
fahrung und Theorie für regulär kristallisierende Elemente bestehen !'), 
komplizieren sich bisweilen schon für regulär kristallisierende Ver- 
bindungen (z. B. ZnS), auf jeden Fall aber für nicht regulär kristalli- 
sierende Stoffe mit anisotroper thermischer Ausdehnung. Auffallende 
Beispiele hierfür sind Zn und Cd, deren Ausdehnung || und | zur 
hexagonalen Achse völlig verschiedenartig ist. Immerhin zeigte auch 
hier der Volum-AK. @ angenähert dieselbe Temperaturabhingigkeit 
wie die Atomwärme C',?‘). Zu untersuchen, ob andere nicht regulär 
kristallisierende Elemente sich ähnlich verhalten, war ein Ziel der 
vorliegenden Arbeit. 

Zweitens bot sich Gelegenheit, einen der merkwürdigen, bei 
kristallisierten Verbindungen vorkommenden Fälle zu untersuchen, 
wo «/C, bei Zimmertemperatur unnormal klein ist, mit sinkender 
Temperatur abfällt und sogar negativ wird, was theoretisch noch 
ungeklärt ist. Beispiele für dieses Verhalten fand Adenstedt?) — 
diese Arbeit wird im folgenden mit I zitiert — in der regulären 
Zinkblende und im trigonalen Kalkspat. Im folgenden wird gezeigt, 
daß sich der Beryll (hexagonal) ähnlich wie Kalkspat verhält. 

Schließlich sind noch 4 Elemente des kubischen Systems ge- 
messen: Cr, weil es nach Bridgman®') bei Zimmertemperatur ein 
absonderliches Verhalten des elektrischen Widerstands zeigt, S-Mn 
wegen seines ungewöhnlichen Kristallgitters, Mo und Rh, weil die 
bisher vorliegenden Angaben eine Bestätigung und Ergiinzung 
wünschenswert machten. 


a 
BE: 2. In dem Maße, wie eine einzige charakteristische Temperatur © 
genügt, um die Temperaturabhängigkeit von C, nach Debye wieder- 
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Theoretische Beziehungen für die thermische Ausdehnung 


Z 
| 
| 
i, 
af | 
= 
| _ 
ve 
h 
as 


H. D. Erfling. Studien zur thermischen Ausdehnung usw. II 137 


zugeben, im allgemeinen also nur fiir regulär kristallisierende Ele- 
mente, gilt für die lineare Ausdehnung zwischen zwei absoluten Tempe- __ 


raturen T, und T,, relativ zur Länge J, bei T = 0 Bi 
a) _ E, E, 
| 
3Q, |1—k 39,11 -k 
fiir den linearen AK. bei der Temperatur T \ ve 
1 al € 


Hier bedeutet E den Inhalt des Molvolumens V an molekularer 
Schwingungsenergie, Q, und k Konstanten. Theoretisch ergab sich 


k=y+4, wo 


(3) Y=-- 


in erster Näherung unabhängig von T sein sollte. 

Für nicht reguläre latomige Stoffe erfordert die Darstellung 
von C, mehrere Frequenzen, die nach verschiedenen räumlichen 
Richtungen hin verschieden wirksam sind. Dieser Umstand und die 
elastische Anisotropie längs der Hauptachsen machen die lineare 
thermische Ausdehnung anisotrop und bewirken, daß diese Aniso- 
tropie sich in komplizierter Weise mit T ändert. Wir verzichten 
in dieser Arbeit auf den Versuch, die linearen AK. 2, und fy als 
Funktion von T zu berechnen, werden aber zeigen, daß der Volum- 
AK. «= 28,+ 8, auch bei anisotropen Elementen angenähert ~ C, 
sich ändert, oder daß 
(3a) 


V- a 


sich verhältnismäßig langsam mit T ändert. Die molekularkinetische 
Bedeutung von 7 ist nun freilich nicht mehr so einfach wie in Gl. (3). 
Es stellt einen Mittelwert der relativen Frequenzänderungen mit der 
relativen Volumänderung dar. 

Untersuchungsmethode 


3. Es fand das bei Adenstedt (I, Abb. 1) angegebene Inter- 
ferenzverfahren mit drei durch einen Quarzring gehaltenen gleich- 


langen Proben Verwendung, das die Fizeau- _p 
methode auf solche Stoffe auszudehnen ge- R 
stattet, die ihrer Form wegen bisher auf diese “5 


Art nicht untersucht werden konnten. Blittrige ” 

Proben I (Be ‚Graphit ,) wurden an die Quarz 
ringe R mit dem Stahldraht S, der durch einen blattförmiger Proben 


& » 


aa 4 


As 


| | 
N 
)*) 
n- 
r- 
dleg® Vera | 
| Er 
le 
r 
h j 
t 
r 
r 
| 
1 
’ 
4 
| { 
d 
| 
Y 


138 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 34. 1909 ‘ 


Tropfen Zinnlot verdickt war, angepreBt. Ein kleines Stanniol- 
polster K, zwischen Probe und Draht gelegt, diente als Schutzkissen. 

Die Durchführung der Messungen geschah bis —183° in dem 
von Adenstedt (I, Abb. 2) beschriebenen Cu-Thermostat, der Tempe- 
raturen (in °C) zwischen —195° und +60° auf 0,01° konstant zu 
halten erlaubte. Mit wenigen Ausnahmen konnten Beobachtungen 
bis — 216°, der Temperatur des unter vermindertem Druck subli- 
mierenden Stickstoffs, in dem in I, Abb. 2a beschriebenen Abküh- 
lungsgefäß angestellt werden. An diesem mußten kleine Verände- 
rungen vorgenommen werden: Das Messinggefäß Me wurde durch 
ein Kupfergefäß ersetzt, und das Neusilberrohr V um 10 cm ver- 
längert, damit durch vermehrte Stickstoffmenge die Konstanz des 
Bades bei Messung unter reduziertem Druck vergrößert wurde. Der 
einmal eingefüllte Stickstoff reichte jedesmal für die 3 Meßpunkte 
195°, — 216°, —195° aus. 

Im gleichen Gefäß wurden an Bi Messungen bis — 253° aus- 
geführt, da gerade flüssiger Wasserstoff aus Prof. Euckens Institut 
zur Verfügung stand. 

4. Hatten die Proben genügende Größe (1 cm), wurden die 
Messungen relativ zu einem Homosilwürfel gemacht, dessen Aus- 
dehnung nach der von Scheel und Heuse?°) angegebenen Formel 
in Rechnung gesetzt werden darf (vgl. I, S. 77). Da jedoch die 
meisten Proben zu kurz waren, mußte absolut gemessen werden. 

Während für die Relativmessungen He—Hg-Licht genommen 
wurde, erwies sich bei den Absolutmessungen der größeren Linien- 
schärfe wegen Kr-Licht als geeignet. Die von Dr. Adenstedt her- 
gestellten Röhren wurden mit einem kleinen Induktor (2—6 Volt 
primär) betrieben. Bei dieser Anregung waren die Intensitäten der 


Linien 

Kr gelb 2935,86 A| 

Kr griin 2785,53 Al 

fiir die Ablesung ausreichend; z. B. wurde festgestellt, daB die 


Interferenzstreifen bei 5 cm Plattenabstand noch gute Beobachtungen 
zulieBen. Die Intensitäten anderer Kr-Linien, auch die der am 


Ww» 


besten interferenzfähigen im Grün mit 5 = 2824,7813 A in Luft 


von 15°C bei 760 mm Hg*), waren wesentlich schwächer, als die 


der benutzten Linien. 
ar ” | ) F. Kohlrausch, Praktische Physik, 17. Auflage, 1935. 
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Herstellung der Einkristalle 


5. Die untersuchten Einkristalle von Bi, Sb, Sn und Tl wurden 
nach dem von Goetz) angegebenen und seitdem mehrfach benutzten 
Verfahren hergestellt. 


Das Metall wurde zunächst in ähnlicher Weise wie bei Bridgman‘") 
entgast und bei Bi, Sn und TI in Glasröhrchen gefüllt, um einen Stab in der 
für die eigentliche Kristallisationsmethode bestimmten Größe zu erhalten. In 
dem Glase erstarrte das Material zum 


Teil bereits als Einkristall, von dem EE —! 


dann Teile als Keimstücke für die ge- 


wünschten Proben Verwendung fanden. 

Diese wurden in Formen aus Mar- li 
quardtscher Masse im Vakuum ge- 

züchtet, bei Bi, Sn und TI innerhalb Abb. 2. Formen 

eines Rohres aus Glas, bei Sb in einem zur Einkristallherstellung 
Quarzrohr, über das ein Ofen gezogen 

wurde. Um aus den Keimstücken die gewünschte Orientierung zu erhalten, 
stellte ich die Formen winklig her, wie Abb. 2 zeigt. 

Der Winkel durfte jedoch, wie die Erfahrung lehrte, nicht mehr als 20° 
betragen. Die Länge der Formen betrug 140 mm, der Durchmesser der Schmelz- 
rinne 4 mm, die Wandstärke 2 mm. Die Abbildung zeigt Formen ohne Deckel, 
die darauf passend entsprechend hergestellt wurden. 


Die Einkristalle wurden auf Brauchbarkeit durch Anätzen unter- 
sucht, beim Bi mit alkoholischer Salpetersäure, Sb und Sn mit Salz- 
säure und Tl mit Flußsäure bzw. Lösen des gebildeten Oxyds in 
Wasser. Die Messung der Orientierung erfolgte nach verschiedenen 
Verfahren: Bei Bi und Sb durch goniometrische Messungen an den 
Spaltflächen und bei Sn aus den Gleitlinien und dem spezifischen 
elektrischen Widerstand o*). Für die Formel **) 

0,= Cos? + eo, sin’ 
wurden die von Bridgman*") angegebenen Werte: 0, = 0,1315, 
0,= 0,0905 bei 0° C benutzt. Die ausgewählten Proben wsren 
zylindrisch mit Kreisquerschnitt, der durch Abtasten und Wägung 
bestimmt wurde. Die Tl-Orientierung ergab sich röntgenographisch 
aus einer Drehkristallaufnahme. 


Ergebnisse an regulär kristallisierenden Elementen 


6. Chrom. Es standen zwei verschiedene Chromsorten zur Ver- 
fügung, die beide einen hohen Reinheitsgrad besitzen sollten: Url, 
von Dr. Kroll (Luxemburg) freundlichst überlassen, war ein gewalztes 
Blech, aus dem die zur Untersuchung benutzten Stücke ausgeschnitten 


*) Für die Widerstandsmessungen danke ich Herrn Dr. Gielessen. | 
**) » ist der Winkel zwischen Stabachse und Kristallhauptachse. 
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wurden. Das Widerstandsverhältnis*) betrug: r_223 = 0,056, 
r_194030 = 0,129, nach 2maligem halbstündigen Tempern im Vakuum 
bei 1000°: r_ 10500 = 0,124°. Wesentlich reiner war CrII, von 
Dr. Rohn zur Verfügung gestelltes Elektrolytchrom, das nach der 
mechanischen Behandlung und Temperung bei 1000° im Vakuum 
r_ 232,0 = 0,0188, 19,16. = 0,0874 ergab. 


Cr I (absolut) 


Pan Probenlinge 8,9 mm; © = 430; Q, = 277,0 keal; k = 1,7. 


4t in °C A1**) beob. Al ber. ber.—beob. in/,| Preop,* 10° 

0,— 20 —0,1184 5,92 

— 20/— 40 1194 (1252) (+5,0) 5,97 
= 40/- 60 1188 1197 +0,7 5,94 
— 60/-— 80 1156 1164 +1,0 5,78 
— 80/-—100 1118 1108 —1,0 5,59 
-100/ — 120 1044 1043 —0,1 5,22 
—120/-—140 946 951 +0,5 4,73 
— 140/ — 160 830 831 +0,1 4,15 
— 160/— 183 750 767 —2,0 3,26 
—183/—-195 307 305 —0,7 2,56 
—195/—216,01 362 358 -1,1 1,72 


Die thermische Ausdehnung der verschiedenen Chromsorten 
(Tab. 1 und 2) ist in zweierlei Hinsicht merkwürdig: Einmal dadurch, 
daß beide Sorten in tiefer Temperatur so große Unterschiede in 3 
zeigen. Dabei läßt sich hier der Gang von Al mit der Temperatur 
in beiden Fällen durch Formel (1) darstellen. Während aber bei 
Crif ein © von 490 paßt, das mit dem aus C, von Simon und 
Ruhemann’) erhaltenen im Einklang steht, muß © bei dem un- 
reinen CrI wesentlich niedriger gewählt werden. Er 


Tabelle 2 
Cr II (absolut) 
a Probenlänge 10,0 mm; = 490; @ = 204,0 keal; k = 2,0 


4t in °C Al beob. Al ber. ber.- beob. in °/, Preob, * 10° 
0/— 20 —0,1122 | -0,1173 | _ 5,61 
— 20/— 40 1110 | 1109 —0,1 5,55 
— 40/— 60 1079 1074 —0,5 5,39 
— 60/—183 4986 4988 +0,0 405 
—183/—195 233 232 —0,4 194 
— 195/— 215,78 238 241 +1,5 


*) re = g/0,- 
**) Al bedeutet hier und in den folgenden Tabellen die i in Millimetern ge- 


messenen Änderungen einer Probe von Im Länge. ig, 
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Ganz ungewöhnlich ist ferner das Verhalten des Chroms bei 
Zimmertemperatur. Abb. 3 und besonders Tab. 3 zeigen das Auf- 
treten eines flachen Minimums für beide Cr-Sorten, reproduzierbar 


me 
Disch. 
x Manert. 
0 
a 
AR 
> 
i | | l l 
250 200 20 00 50 
I. 9% Abb. 3. Linearer Ausdehnungskoeffizient von Chrom 


bei Erwärmung und Abkühlung. Das Absinken tritt bei Cr1 schon 
bei = — 30°, bei CrII erst bei ~—10° ein. Hier ist auch das 


Minimum von 9. 


At in °C CrI | Cr II | 
— 20/0 | 5,92.107® ay 
0:+20 | 5,50 5,39 4 
+20/+30 | 5,18 499 
+30/+50 | 5,40 5,08 


Eine ähnliche Anomalie fand Bridgman‘*') beim elektrischen 
Widerstand des Chroms, doch lag das Widerstandsminimum etwas 
tiefer, bei + 12°. Es soll nach Bridgman nur bei sehr reinem Ur 
zu beobachten sein. Über die Ursache der Anomalien ist bisher 
nichts bekannt. 

Das anomale Verhalten des CrI und II kann durch die 
Formel (1) natürlich nicht erfaßt werden und verbietet ihre Extra- 
polation nach höheren Temperaturen. Hier liegen Messungen von 
Disch®) und Hidnert®’) vor, die in Abb. 3b mit den meinigen ver- 
einigt sind, aber wohl an weniger reinem Chrom gemacht wurden. 
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7. Mangan. Probe MnI wurde aus einem Stück §-Mn heraus- 
gearbeitet, das Brunke aus reinstem Mn durch Abschrecken von 1100 ° 
im Vakuum hergestellt hatte. Die gleiche Probe wurde von Redde- 
mann!) auf elektrischen Widerstand und Wärmeleitung untersucht. 
Das von ihm 1935 bestimmte Widerstandsverhältnis r_ 195,0. = 0,731 
ergab sich 1937 zu r_49590= 0,774. Daraus ist zu vermuten, daß 
bereits Umwandlungen in das beständige «-Mn stattgefunden hatten, 
wenn auch in den Röntgenaufnahmen dies noch nicht ersichtlich 
war. Probe MnII wurde aus gewöhnlichem geschmolzenen Gold- 
schmidt-Mn von Kahlbaum hergestellt. Die AK. der Proben, absolut 
gemessen, waren nur wenig verschieden (vgl. Tab. 4 mit 5). Die Dar- 
stellung durch Formel (2) genügte nicht. 


I. R Linearer Ausdehnungskoeffizient von f-Mangan I (Länge 5,9 mm) 
5 9=33, Q = 85,0 keal, k = 3,3 


At in °C | 10° | Boer 108 | Atin °C | 10° | 10 
+ 20/0 24,91 24,29 | — 80/-100 | 20,84 20,80 
/— 20 24,08 23,34 — 100/—- 120 | 19,90, 19,77 
- 20/- 40 | 23,25, 22,75 | - 120/- 140 18,67 18,67 
= 40/— 60 | 22,50 22,14 | -140/- 160 | 17,24 17,06 
60-80 | 


21,75 21,59 | — 160/- 183,4 | | 14,92 | 14,78 


Dagegen verringerte sich der AK. von MnII wesentlich, nach- 
dem die Probestücke in N,-Gas von 600 mm Hg 20 Min. lang 
bei 1000—1100° geglüht waren. Das Ergebnis zeigt die Kurve II 
der Abb. 4 und Tab. 5. 


Tabelle 5 4 
= Änderung des AK. von f-Mangan II durch Glühen in N, 


Probenlänge 8,7 mm 


Vor dem Glühen: | Nach dem Glühen: 
4t in °C 3 - 100 | °C 
1° + 20/0 24,86 + 20/0 
0/— 78,17 23,59 0/— 76,19 
— 78,17/— 183,73 17,96 — 76,19/— 183,0 
’ — 183,73/— 195,37 11,71 — 183,0 /— 187,84 
0/— 183,73 20,36 | 0/— 183,0 


Diese Veränderung kann mit der Bildung von y-Mn zusammen- 
hängen, das sich durch das beschriebene Glühen in N, bilden sollte 
[vgl. Ochsenfeld?*)}. Indessen zeigte eine Röntgenaufnahme im 
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us wesentlichen nur die Linien des f-Mn, wenn auch mit stark ge- 
0° änderter Intensität, und einige weitere nur schwach angedeutet, die 
le- nicht dem y-Mn zugeordnet werden konnten. Ein weiterer Ver- 
ht. such, die y-Phase nach Brunke durch Abschrecken im Vakuum 
31 von Temperaturen über 1200° festzuhalten, verlief erfolglos. 7 
laß 10% 
en, 
ch af . 

id- 

ut 

20 


| | ! ! J 
250 200 750 700 
Abb. 4. Lineare Ausdehnungskoeffizienten von %-Mangan und Mangan + N, 


Disch®), der nichts über die thermische Behandlung seiner Mn-Probe an- 
I gibt, findet 3-Werte, die zwischen die Grenzen der Abb. 4 fallen. Johannsen 
und Nitka'®) geben für unreines «-Mn oberhalb 0° §-Werte, die sich denen 
des geglühten Mn II + N, etwa anschließen. Für reines Mn leiten sie aus 
Röntgenaufnahmen eine größere Ausdehnung ab, die für «-Mn um 20°/,, 
für 6-Mn um 30°/, größer ist. Letztere Angabe stimmt etwa zu den Werten 
des 5-Mn I in Tab. 4. 


Tabelle 6 
Mo (absolut) 
= Probenlänge 20,0 mm; 6 = 390; @, = 363,0 keal; k = 3,0 


| - 
= 4t in °C Al beob. Al ber. ber.-beob. in %, | Bregp, * 10° 
0/- 20 — 0,0995 | — 0,0997 +02 4,97, 
- 2/- 40 977 978 + 0,1 4,88, 
- 40/— 60 946 957 + 1,2 4,73 
- 60/- 80 932 923 - 1,0 4,66 
— 80/— 100 884 884 + 0,0 4,42 
— 100/— 120 837 842 + 0,6 4,18, 
\- — 120/- 140 769 777 + 1,0 38 
e — 140/— 160 696 696 + 0,0 3,48 
— 160/— 183 656 657 + 0,1 285 
n — 183/— 195,4 282 282 + 0,0 2,27 
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8. Molybdän. Die von Herrn Dr. Justi überlassene Probe Mo (aus 
Eindhoven) war ein Draht, auf 0,1 mm dicke Wolframseele ab- 
geschieden. Das Material war nicht sehr rein, nach Justi und 
Scheffers!*) betrug das Widerstandsverhiltnis r_ 9539 = 0,078. 
Tab. 7 zeigt die erhaltenen Werte der Ausdehnung. Der die Beob- 
achtungen am besten wiedergebende @-Wert von 390 steht mit 
dem von Simon und Zeidler’) aus C, ermittelten © = 380 in 
gutem Einklang. 

Die von Disch angegebenen AK. stimmen mit den meinigen 
gut überein, wie folgende Übersicht zeigt: 


—190,0° Disch = 4,16-10—-* —183/0° | Erfling 8 = 4,20-10-° 


4 4,2 
0/+100° Disch f= 5,2 -107° 0/+ 20° |Erfling = 

+ 25/+100° Hidnert 7 = 4,9 -10-® + 25/+100° ber. 3 = 5,14-10~° 

+ 25/+500° u. Gero = 5,5 -107%| + 25/+500° ber. = 5,51-10~* 


Auch die von Hidnert und Gero?*) bei hohen Temperaturen 
gefundenen AK. passen zu den nach Formel (1) extrapolierten £. 

9. Rhodium. Die von Heraeus gelieferte Probe wurde bereits 
früher von Grüneisen und Goens?") für elektrische und Wärme- 
leitungsmessungen benutzt und hat nach den dortigen Angaben 
ein Widerstandsverhältnis r_ 95990 = 0,0036, ist also sehr rein. Grün- 
eisen!") gibt aus diesen Messungen für Rh ein 9 = 370 an. Meine 
Ausdehnungsmessungen (Tab.7) lassen sich nach Formel (1) mit 0 = 350 
gut wiedergeben, während Valentiner und Wallot?%, die bereits die 
Ausdehnung von Rh in kleinen Temperaturstufen gemessen haben (Tab.7, 
Spalte 6 und 7), 9 = 373 ableiten. Meine Beobachtungen stimmen mit 


Tabelle 7 
‘ 
+) Rhodium (gegen Homosil) 


Probenlänge 99mm; 9 = 350; Q = 2295 keal; k = 2,5 


we. he erf. Valentiner u. Wallot 
At in °C 4 4 8 108 og 
in %% | Pbeob.” 4tin °C | 
| 
21/+ 6 | 8,76 
40/0 —0,3365 —0,3293) -20 | 8,41 05 796 
0/— 20 1632 1618} — 0,9 816 |+ 05/- 14 8,40. 
- 0/— «0 1600 1590, — 0,6 8,00 |— 14/—38 | 782 
— 40/- 60 1546 1559 +08 7,73 |—- 38 /— 56 7,70 
— 60/— 80 1514 1520 0,4 7,57 |— 56 /— 75 7,61 
— 80/—100 1460 1462 +4+0,1 7,30 |- 75/-112| 746 
— 100 /—120 1398 1398 + 0,0 6,99 
— 120 /— 140 1296 1316 1,5 648 |-112 /- 162 | 6,32 
— 140 /— 160 1194 1194 +00 | 5,97 | | 
— 160 /— 183 1168 1170 +02 | 5,08 om | 
— 183 /—195 500 493 —14 | 4,17f IGE j= 108 | 
~195 /—215,1 615, 613) -03 | 306 | 


t 
{ 
| 
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den ihrigen in tiefer Temperatur überein, in hoher sind die Abweichungen 
größer. Dagegen stimmt mein 3; 4070: mit Fizeaus'®) so = 8,5-10~° 
und Bridgmans®'‘) gut überein. Schlecht fügt 
sich der Wert von Swanger”) ein, 96-10”. Ebert?) 
gibt die AK. von Rh bis zu 1500° an, zwischen 0° und + 50° 
findet er ? = 8,0-10-*, zwischen 1400 und 1500° 3 = 16,0-10~*. 
Unsere Formel wiirde im letztgenannten Intervall 3 = 10,4 - 10% 
ergeben, ist also hier, wie sich das schon in Tab. 7 andeutet, zur 


Extrapolation nach hohen Temperaturen ee 


10. Von der Degussa-Frankfurt erhält man elek- 
trolytisch abgeschiedene, ungefähr 0,3 mm dicke, sehr harte blättchen- 
förmige Kristalle, deren Blattfläche 1 zur Basisebene liegt. Diese 


5109 
D 


9 
| 
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t 
if 
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j 250 200 750 700 50 0 —# 50 
Abb. 5. Lineare Hauptausdehnungskoeffizienten von Beryllium 


Be | -Proben wurden zwischen Pappe mit der Schere auf eine Länge 
von 6,9 mm geschnitten und nach Anklammern an die Quarzringe 
mit feinem Schmirgelpapier abgeglichen, bis Interferenzstreifen auf- 
traten. Die Be -Proben waren von der Degussa zur Verfügung 
gestellte zufällig entstandene Kristallnadeln hoher Reinheit?!) mit 
sechseckigem Querschnitt von ungefähr 0,7 mm Dicke und 10,6 mm 
Länge. Von Be! und Be wurden Absolutmessungen der ther- 
mischen Ausdehnung gemacht (Abb. 5 und Tab. 8). ae 
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Vergleicht man die Ergebnisse mit denen an Zn und Cd?'), 
die ebenfalls hexagonal kristallisieren, so bemerkt man groBe Unter- 
schiede. Bei Zn und Cd: - #, viel größer als 8,, bei Be: 8, >fy. 
Bei Zn und Cd: #, und #, völlig verschieden mit der Temperatur 
abfallend, 8, sogar negative Werte erreichend; bei Be: 8, und f, 


32 | beide mit normalem nicht sehr 
Be verschiedenem © (= 1000—1100). 

ona Von gleicher GréBenordnung 

3- sind die ©, die sich aus C, berech- 

nen. NachCristescu und Simon”) 

7h läßt sich der Verlauf der Atom- 
L 


4 Hr ‚ wärme nicht mit einem O-Wert dar- 

BE stellen, vielmehr steigt O von 900 

Abb. 6. Atomwärmekurve von Be. bei 20°K auf 1040 bei 40°K und 

fällt dann wieder ab bis 800 

bei Zimmertemperatur. Simon und Ruhemann’) geben zwischen 71 

und 80°K ein@ von 1035 an. Abb. 6 zeigt, wie weit der Volum-AK. 
der Atomwärme proportional verläuft. 


Tabelle 8 
= 100; Q,= 106,0 keal; k= 2,4 
- 1 ; - | | @ 
At in °C | 3 , +10° 10° +2 ,) -10° | Prtelkr. «109 | 3 Poer. 
+ 20/0 11,70 | 8,59 10,66 10,97 | 10,99 
0/- 20 11,16 | 8,03 10,12 10,42 10,14 
— 20/— 40 10,30 | 7,13 9,24 9,47 9,23 
— 40/— 60 9,24 | 6,24 8,24 8,45 8,22 
— 60/— 80 8,06 | 5,37 7,16 7,38 7,12 
— 80/-100 6,75 | 4,43 5,98 6,21 5,97 
- 100 /— 120 5,43 | 3,50 4,79 490 | 4,76 
—120/-140 4,12 | 2,56 3,60 3,70 3,59 
—140 /— 160 2,78 | 1,57 2,38 2,38 2,49 
—160/—183 1,58 | 0,73 1,29 1,29 1,48. 
—183 /— 216,1 _ 0,13 _ — = 3 


In Spalte 6 der Tab. 8 sind ferner die nach Formel (2) be- 
rechneten Werte des mittleren linearen AK. «/3 eingetragen. Sie 
gelten für die Mitteltemperaturen des angegebenen Intervalles. Die 
Darstellung gelingt mit 0 = 1000 recht befriedigend bis auf die 
Abweichungen in tiefster Temperatur, wo aber auch größere Meb- 
fehler (ungefähr 6°/,) wegen der kleinen Ausdehnung unvermeid- 
lich sind. 

Die # von Spalte 5 der Tab. 8 sind an destilliertem, grob viel- 
kristallinem Be gewonnen. Die 13,3 mm langen Proben waren aus 
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31) einem Stiick, das Herr Dr. Kroll (Luxemburg) aus Degussa-Be 
er- , destilliert hatte, herausgeschnitten. Trotz der Grobkörnigkeit dieser 
Fr Proben ist die Übereinstimmung der AK. in Spalte 4 und 5 - 
ur ziemlich gut. 
91 Für polykristallines Be (gegossenes Material) sind bereits von Hidnert 2 
hr und Sweeny*) Werte des AK. angegeben, die mit meinen Werten gut a 
0). übereinstimmen. 
2 An Be-Einkristallen sind bisher makroskopisch nur Messungen von i 
a Bridgman*") gemacht, der für ¢, zwischen + 30 und + 75°C den Wert = 
16,1-10—° und im gleichen Intervall By = 13,4-10~° angibt. 
2 Röntgenographisch sind 8, und #, in 50°-Intervallen zwischen + 50 f u 
und + 500° von Owen und Richards) gemessen und in größeren Inter- 
“ vallen zwischen + 18 und + 454° von Kossolapow und Trapesnikow®). f } 
In Tab. 9 stellen wir die daraus berechneten mittleren AK. (8, + 28 ,) mit 
0 den nach Formel (2) extrapolierten zusammen. > 
1 
Tabelle 9 7 
K. 
1 3 a 
tin °C ( „+ 28,) 3 Boer. 
+ 50 12,8*) 12,44 : 
_ + 100 13,4 13,89 u 
: Owen und + 200 14,7 16,00 
r Richards + 300 16,1 17,47 
+ 400 17,8 18,63 
+ 500 19,6 19,60 
+ 18/+ 220 13,5 14,16 **) 
| + 18/+ 320 13,9 15,11 
+ 18/+ 454 14,8 16,14 t 
Die Formel gibt in höheren Temperaturen größere 8. Dies könnte damit ’ 
zusammenhängen, dab nach Jaeger und Rosenbohm™®) Be in dem unter- 
suchten Gebiet von 0—500° Verzégerungserscheinungen zeigt durch gehemmte 
Umwandlungen. 
11. Graphit. Da die Methode sich bei den blätterförmigen 5 
Be,-Kristallen bewährt hatte, wurde versucht, sie auf Ceylon- 
» Graphit | zur Achse anzuwenden. Es gelang dies sehr gut. Herr u 
e Prof. Weigel hatte mir aus der Marburger Mineralogischen Samm- _ 
lung Ceylon-Graphit zur Verfügung gestellt. Eine Veraschungsprobe . FE 
e ergab 1,05°/, Rückstände***). Aus den mit der Basisfläche anhaftenden Bu 
- Blättern wurden in zwei zueinander senkrechten Richtungen Streifen 


* > 


*) Extrapoliert. F 
**) Mittlere Werte: 9. 


rs = 
__ 
***) Für die Ausführung danke ich Herrn Dr. Büchner. 
10* 
x 
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ausgeschnitten, aus denen dann je drei Proben geniigender Festigkeit 
fiir die Untersuchung genommen und nach Abb.1 an die Quarzringe 
angeklammert wurden. 

Wechselnde Abkühlung und Erwärmung zwischen 0 und — 79° 
ergaben innerhalb von 1°/, gut übereinstimmende Längenänderungen. 
Das Ergebnis der daraufhin angestellten Messungen bis — 195° 
zeigen Abb. 7 und Tab. 10. 


Graphit 1 
+ 


Es gibt zwar schon verschiedene Angaben iiber die thermische 
Ausdehnung von Graphit, indessen kommen fiir uns wohl nur die 
von Fizeau'*) und Backhurst?") zum Vergleich in Frage, da die 
anderen Autoren kiinstlichen Graphit untersuchten. Fizeau, der 
sehr wahrscheinlich an gepreBtem Ceylon-Graphit seine Unter- 
suchungen gemacht hat, gibt mit dem Wert 7,86-10~® bei + 40° wohl 
den mittleren linearen AK. «/3 an. Backhurst hat röntgeno- 
graphisch-spektrometrisch 9, bestimmt, und gibt für das Intervall 


Tabelle 10 


Graphit aus Ceylon 


| By 10° dt in °C | 8, +108 
+ 40/+ 20 6,69, - 80/-10 | 5,23 
+ 20/0 6,60 —100/—120 | 4,86 
0 /— 20 6,44 — 120 /— 140 4,31 
— 20 /— 40 6,23 — 140 /— 160 3,68, 
— 40 /— 60 5,92 — 160 /— 183 2,93 


— 60/— 80 5,62, — 183/— 195,43 | 2,34 


| 
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260 -200 150 700 30 0 
w - 
Abb. 7. Linearer Ausdehnungskoeffizient von Ceylon-Graphit ı Achse 
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+ 17 bis 870° 26,7-10~® an. Aus diesem hohen Wert, den Angaben 
von Fizeau und den für künstlichen (Acheson) Graphit gefundenen 
Werten schloß er, daß vielleicht $#, negativ würde. Das gleiche 4 

= 


hielten Griineisen und Goens auf Grund ihrer Beobachtungen 
an Zn und Cd fiir wahrscheinlich. Abb.7 zeigt, daB diese Vermutung 
nicht zutrifft. 

Vergleicht man den Gang von #, (Kurve) mit dem von C 
(Kreuze in Abb. 7), so fällt der große Unterschied in der Steilheit 
beider Gänge auf. C, läßt sich nach Magnus?®) durch eine Debye- 
funktion (9 = 760) und eine Einsteinfunktion (9 = 2280) darstellen, 
während der Verlauf von 2, etwa einer Debyefunktion mit 0 = 500 
entsprechen würde. Wenn angenäherte Proportionalität zwischen « 
und ©, bestünde, müßte @ steiler abfallen als #,. Das würde dann 
einen noch steileren Abfall von 8, erfordern. Somit könnte man 
den großen Wert von $,„, den Backhurst für etwa 450° C angibt, 
mit dem für Zimmertemperatur gefundenen kleinen mittleren Volum- | 
AK. vielleicht vereinbaren. 

12. Thailium. Die Züchtung von Einkristallen aus der Schmelze 
wird dadurch erschwert, daß beim Durchschreiten der Temperatur 
+ 225° die in höherer Temperatur stabile kubische Modifikation in 
die bei Zimmertemperatur stabile hexagonale übergeht. Alle Ver- 
suche, Kristallstäbe mit g = 0° oder 90° zu erhalten, mißlangen. ° 
Untersucht wurde nur ein Tl-Stab mittlerer Orientierung (g =47° nach 
Röntgenaufnahme). Er gab ein Widerstandsverhältnis r_ 1, = 0,241. 
Die Probenlänge war 9,9 mm. Das Meßergebnis zeigt Tab. 11. 


>> 


Tabelle 11 


« 


Thallium 

dt in °C 10° At in °C 10° 
+ 20/0 33,65 — 100/— 120 O13 

0/- 20 33,00 — 120/- 140 20,65 
- 20/- 40 32,37 — 140 /— 160 29,19 
— 40/— 60 31,59 — 160 /— 183 
—60/— 80 | 31,09 — 183 /— 195 27,61 ; 
- 80/— 100 30,61 — 195 /— 216,13 26,17 


Der Versuch, durch Ausschneiden zweier | zueinander orien- 
tierter Proben aus dem Kristall (g = 47°) und Beobachtung der 
AK. dieser Stücke die Volumenausdehnung zu erhalten, mißlang. 
Die weichen deformierten Tl-Stiicke rekristallisierten zu schnell; 
auch die Probe des gemessenen Kristalls veränderte sich im Laufe 
der Zeit. Oktober 1936: Bo +20 c = 33,65 » 107°, Dezember 1937: 
20° C = 31,85 
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Wegen Unkenntnis der Volumenausdehnung wird hier auf einen 


oF Vergleich mit der Atomwärme verzichtet. Erwähnt sei noch, daß 


Fizeau') By 49° = 30,21. 10”% angibt, A. Schulze) 


= 29,4.10%, 


13. Zirkon. Die bisher noch nicht bekannte Ausdehnung von Zr 
wurde an einem aus Eindhoven stammenden, auf Wolframseele auf- 
gedampften Zr-Stück nach der Methode von Priest?®) relativ zu Cr, 
dessen Ausdehnung ungefähr die gleiche Größe besitzt, gemessen. 
Für die 7,7 mm lange Probe ergeben sich die Werte aus Tab. 12. 


4dtin °C 

0/— 20 
— 20/-— 40 
— 40/- 60 
- 60/-— 80 
- 80/-— 100 
— 100/— 120 


Tabelle 12 

B - 108 At in °C 8 - 10% 
5,83 — 120 /- 140 | 4,95 
5,68 — 140/— 160 4,60 
5,52 — 160 /- 183 3,89 
5,46 — 183 /— 195 3,04 
5,34 — 195 /— 213,7 2,08 
5,14 


Sie gelten für vielkristallines Zr, weil nach Mitteilung von 


 . Herrn Dr. Burgers (Eindhoven) Einkristalle durch Aufdampfen 


nicht herstellbar sind. Zr geht nämlich bei ~ 862° nach Vogel 
und Tonn*) aus der kubischen in die hexagonale bei Zimmer- 
temperatur stabile Modifikation über. Immerhin haben ‚solche auf- 
gedampften Zr-Proben nach Fast??) eine Vorzugsorientierung (Basis 
| Stabachse), also kann das gemessene # von «/3 verschieden sein. 

Über die Atomwärme von Zr liegen nur beschränkte Angaben 
vor, so daß eine Entscheidung über die Proportionalität mit dem 
Volum-AK. nicht möglich ist. Aus dem elektrischen Widerstand 
finden Meissner und Voigt’) für Zr (van Arkel) @ = 288, 
r_ 181,97 = 0,238. Unsere Probe gab r_ıs. = 0,252. Dem Abfall 


von 3 in Tab. 12 entspricht ein mittleres © von 355. 


Trigonale Elemente 


14. Wismut und Antimon. Für die Züchtung der Bi-Kristalle 
benutzte ich reines Bi aus Restbeständen von Kahlbaum. Bi, waren 
Stücke des von Griineisen und Gielessen ®*) untersuchten Kristalls 
Bi 66, = 2°; Probenlänge 11,8 mm, Bi, wurde aus einem nur für 
Ausdehnungsmessungen hergestellten Kristall Bi 75, = 90° ge- 
nommen; Probenlänge 10,0 mm. Als Maß der Reinheit diene das 
Widerstandsverhältnis bei Bi, r_1s2,98°= 0,322, bei Bi, r_ ı3,18= 0,418. 
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Den Verlauf der #-Werte, die bis — 183° relativ zu Homosil, bis af. 
— 253° absolut gemessen wurden, zeigt Abb. 8 und Tab. 13. 


4 


= * ful 1 


4 


| | | 
250 -200 750 00 50 0 —/? 50 
Abb. 8. Lineare Hauptausdehnungskoeffizienten von Wismut 


l l l 


Die bis — 80° vollkommene Konstanz von #, geht erst unter- 
halb von — 150° in einen raschen Abfall über. Der nicht viel kleinere 
Koeffizient $,. wie auch « (vgl. Abb. 10), zeigen normalen Abfall. 


Tabelle 13 
Wismut 
0 = 147; Q, = 150,0 keal; k = 0,5 


= —— 
4tin°C d4tin®°C |?,-10% tin°C (Fy +23, = Brer,* 10° 
+ 20/0 11,60 | + 60/0 16,20 |+ 10 13,13 18,16 

0/— 20 | 11,56 © - 20 13,09 13,10 
— 20/— 40 | 11,50 | 0/- 40 | 16,20 — 60 12,99 | 1299 
- 40/- 60 | 11,44 ‚— 100 12,71 12,81 
- 60/— 80 | 11,32 | -— 40/- 80 | 16,20 |—140 12,37 12,50 
— 80/-100 | 11,14 -171,5 11,88 16 
-100/-120 | 10,93  — 80/-120 | 16,08 |—189 11,35 11,42 
-120/-140 | 10,72 — 204,75 10,65 10,65 
-140/-160 | 10,46 | -—120/-160 | 15,94 |-233,75 7,83 20 
-160/—183 | 9,89 | -160/-183 | 15,86 
—183/—195 9,25 | —183/—195 | 15,55 
-195/-215,8| 8,53 | -195/-214,5| 14,88 
—215,8/— 253 | 5,11 |-214,5/— 253 13,28 | 7, 
= 
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Zur Ziichtung der Sb-Kristalle wurde Kahlbaums ,,Sb-Metall 
für die internationale Temperaturskala“ benutz. Das Wider- 


18:0° 


| | | ! 
250 200 750 100 50 050 


1.08 Abb. 9. Lineare Hauptausdehnungskoeffizienten von Antimon 


siehe betrug für Sb, (g = 90°) r_ig39 = 0,231. Die Her- 
stellung eines vollständig || zur Achse orientierten Stabes gelang 
nicht. Statt dessen wurde der AK. an einem Kristall mit = 17° 
gemessen und auf g=0° in bekannter Weise umgerechnet. An Sb, 


i>. Tabelle 14 
Antimon 
9 = 201: Y = 179,0 keal; k = 0,4 


A4tin°C 3,-10°} dtin°C 
| 


+ 20/0 8,24 | + 20/0 16,18 
0/— 20 | 815 

- 20/- 40 | 807 0/- 40 | 16,17 

- 40/— 60 | 7,93 | 

- 60/- 80 7,74 | — 40/— 80 | 16,15 

- 80/-100 | 7,52 | 

—100/—120 7,33 | - 80/-120 | 16,11 

-120'-140 6,98 

-140/-160 658 | —120/-160 | 16,08, 

—160/-183 | 6,04 | —160/—183 | 15,81 

—183/—195 5,27 | -183/-195 | 15,48 


-195/-214,6 | 4,25 | —195/-215,4 | 14,66 


: 
. 
: re 
T 
\s 
b 
b 
h 
e 
I 
‘ 
| 
f 
1 92 6 a 
| +10 | 10,89 10,88 
~ 20 | 10.79 10,79 
— 60 10,61 10,65 
—100 | 10,32 10,40 
—140 | 9,88 9,94 
-1715 | 9,29 | 9,21 
-189 | 8,67 8,49 
205,2 | 7,72 | 7,45 
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(Probenlänge 10,2 mm) wurde absolut, an Sb, (Probenlänge 10,3 mm) 
relativ zu Homosil gemessen. Die Ergebnisse zeigen Abb. 9 und 
Tab. 14. (In dieser fehlen die fır».) 

Wie bei Bi ist #, zunächst konstant, um dann von etwa 
— 150° ab rasch abzusinken, 8, und « zeigen normalen Abfall 
(vgl. Abb. 10). 

15. Beziehung zwischen Volum-AK. a und Atomwärme C,. Die 
Proportionalität zwischen « und C, ist für Bi, wie schon Jacobs 


und Goetz *) fanden, ziemlich ,@ 
gut erfüllt, soweit meine Beob- # [ a 
achtungen reichen. In Abb. 10 ist = 
die C -Kurve nach den Messungen 3}- 
von Keesom und van der Ende®®') 2- 
sowie von Anderson?") einge- 7 
zeichnet. 

aber dem Kurvenverlauf nicht. 4- > &% 
Keesom und van der Ende 
berechnen aus ihren C,-Werten 
bei 6°K O = 95,2; bei 20° K 
9= 111; Anderson findet ober- Abb. 10. Atomwärmekurven von 
halb — 200° © = 147. Wismut und Antimon. Kreise prop. 


Dementsprechend gibt For- Volum-AK. 
mel (1) mit © = 147 für 7 =f bis herab zu —200° gute Uber- 


einstimmung mit der Beobachtung, fiir tiefere Temperatur aber zu 
niedrige Werte. 

Ähnlich liegen die Verhältnisse bei Antimon (Abb. 10). Es 
fehlen aber Untersuchungen der spez. Wärme in tiefen Temperaturen. 
Aus seinen Beobachtungen oberhalb — 200° schließt Anderson’”) 
für C, auf 9=201. Simon und Ruhemann’) geben bei 
~ —200° Q9=223 an. Die beobachteten « passen sich der C,-Kurve 
nicht völlig an; die mit dem Andersonschen © berechneten «/3 
sind unterhalb — 170° etwas zu niedrig. 

Mit den Angaben von Jacobs.und Goetz für Bi, herrscht zwar hin- 
sichtlich der Abhängigkeit von der Temperatur Übereinstimmung, ihre Werte 
sind aber um S°/, größer als die meinigen. Ein Absinken von 9, bei Zimmer- 
temperatur bis 13,8-10”® konnte ich trotz mehrfacher Prüfung nicht finden, 
vielmehr behielt in dem fraglichen Temperaturintervall bis +60°C 9, seinen 
völlig konstanten Wert von 16,20-10-®. Die von mir ermittelten Werte schließen 
sich gut an die von Roberts*) ebenfalls auf nicht röntgenographischem Wege 
gewonnenen Resultate an: von 0° bis +225°C 6, =16,2-10-*, #, =12,0-10-* 
Es gibt auch röntgenographisch gefundene Werte, z. B. von Goetz und 
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Hasler®®) und Jay“), die mit den makroskopisch erhaltenen durchaus über- 
einstimmen. 

Über Sb-Einkristalle liegen bisher Angaben von Fizeau"’), Bridgman‘*") 
und Hidnert°!) vor, die merkwürdig schlecht untereinander und mit meinen 
Ergebnissen übereinstimmen (vgl. Tab. 15). 


Tabelle 15 


Hidnerts Angabe für 8, ist nach Messung an Kristallen mit verschie- 
denen Winkeln zur Achse (z. B. 32°) durch Extrapolation auf »=0° ermittelt. 


Tetragonale Elemente 


16. Zinn. Die Kristallstäbchen waren aus Sn-Merck gezüchtet, 
der eine ziemlich genau | zur tetragonalen Achse, der andere mit 
dieser einen Winkel von 11° bildend (vgl. Abschn. 14). Für Sn, 
betrug das Widerstandsverhältnis r_j95,50 = 0,201. Die aus den Stäb- 
chen geschnittenen Proben Sn, hatten 10,3 mm, Sn, 10,7 mm Länge. 
Die Ausdehnungsmessungen, relativ zu Homosil ausgeführt, geben 
Abb. 11 und Tab.16. 8, wurde aus und A, extrapoliert. Beide 
Koeffizienten zeigen normalen Abfall. 


Tabelle 16 
Zinn 
9=180, Q,=112,0, k= 6,0 


| | 


4t in °C 8, +10 | 3,,-10°|¢ in °C g (Fy + 28,)-10° 3 = Pber. 10° 
+20/0 15,83 | 28,99 | +10 20,32 20,16 
0/— 20 15,76 | 2836 | —20 19,73 19,61 ' 
—20/- 40 15,44 | 27,59 | -6 18,89 18,91 
—40/— 60 15,16 | 27,01 | -100 18,04 18,11 
—60/— 80 14,84 | 26,33 | —140 16,87 17,02 
—80/—100 14,41 | 25,92 | -1715 15,60 15,72 
-100/-120 | 14,03 | 25,46 | -189 14,59 14,58 
—120/-140 | 13,38 | 24,78 | -205 12,58 13,01 
—140/—160 12,77 | 24,09 
—160/—183 11,79 | 23,23 | j 
-183/ -195 10,66 | 22,45 | il 
—195/—215,5 8,58 
-195/ 215,35 20,57 | 


Die Frage nach der Proportionalität von « und C,, beantwortet 
Abb. 13. Danach ist der Anst. :g von @ schon in tiefer Temperatur 


4 
10° 3, .10° tin °C 
Fizeau . 16,92 8,82 +40 d 

Bridgman . 15,56 7,96 +20 . 
Hidnert . . 1717 8,0 +20/+100 
Erfling . . 16,18 8,24 0/+20 . 
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beträchtlich steiler als der von C,. Die C,-Kurve, die nach Kee- 
som und van der Ende**"), Lange*!) und Rodebusch®?) ge- 
zeichnet ist, kann nicht durch eine einzige Debyefunktion wieder- 


| | | | l ! 
250 200 700 50 G 
Abb. 11. Lineare Hauptausdehnungskoeffizienten von Zinn _ . 


gegeben werden. Nach Keesom und van der Ende schwankt © 
im Intervall 0—20° K zwischen 126 und 141, den Angaben Langes 


und Rodebuschs entspricht in 
. 4 
höherer Temperatur ein mittleres © ° 


A? 
von 180. Mit diesem O-Wert ¢ 
nach Formel (2) @/3 zu berechnen, . in 
gelingt befriedigend bis — 190°, ; 


wie Spalte 6 der Tab. 16 zeigt. 


Im Gegensatz zu Be, Bi und Sb 
muß hier k wesentlich größer gee ww “0 WH 0 
wählt werden, auch scheint nach Abb. 12. Atomwärmekurve 
tiefen Temperaturen hin der AK. von Zinn 

schneller abzusinken. 

Über den Temperaturverlauf der AK. in den verschiedenen Achsen- 
richtungen finden sich bisher noch keine Untersuchungen. Bridgman‘") gibt 
nur bei ~ + 20° aus makroskopischen Messungen 30,50; 8, = 15,45-10-® 
an. Röntgenographisch bestimmten Straumanis und Jevins*) zwischen 
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+15° und +50° 3, = 32,24; 3, = 16,77-10-*. Die hiervon völlig abweichen- 
den Ergebnisse von Kossolapow und Trapesnikow und Shinoda führen 
wir nicht an. 


Hexagonale Verbindungen 


17. Beryll. Der von Herrn Prof. Cl. Schaefer für die Aus- 
dehnungsmessung geliehene Beryllwiirfel hatte 17mm Kantenlänge. 
Seine sehr gut plan geschliffenen Flächen gaben brauchbare Inter- 
ferenzen. Um den verhältnismäßig großen Würfel in unsere Apparatur 
einbauen zu können, mußten wir eine Sonderanordnung (Abb. 13) 
treffen. Auf die untere Quarzplatte U wurde der für die Relativ- 
messungen benutzte Homosilwürfel H mit der geschliffenen Fläche 
nach unten aufgelegt und fest angedrückt. Auf seine drei nach oben 


Beryl 
+ fizeau 
B A Zenoit 
Ah a 
250 200 750 
| 
u \ 
Abb. 13, Sn. a 


zur Messung 
des Berylls 
14. Lineare Hauptausdehnungskoeffizienten 
und Volum-AK. des Berylls 


stehenden Füßchen kam der Beryll B. Drei Quarzstäbchen Q, an 
einem Quarzring gleicher Art, wie fiir die andern Proben, mit Stahl- 
draht angeklammert, wurden abgeglichen, bis die auf ihnen liegende 
obere Quarzplatte O mit der obersten Würfelfläche des Berylls Inter- 
ferenzstreifen gab. 

Zur Beobachtung kam also die relative Ausdehnung Beryll— 
(uarzglas für die Meßlänge des Berylls. Die Quarzausdehnung, die 
wegen der geringen Ausdehnung des Berylls stark ins Gewicht fiel, 
wurde nach Scheel und Heuse in Rechnung gestellt. 

Den Gang von sowie «= mit der Tem- 
peratur geben Abb. 14 und Tab. 17. 

Während #, im ganzen Temperaturbereich negativ bleibt, sinkt 
f, von seinem bei Zimmertemperatur kleinen positiven Wert noch 
ab, um bei —85° ebenfalls negativ zu werden. Der Volum-AK. « 
erreicht somit schon bei —11° negative Werte. Wir finden hier 
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jedoch die Kurve des Volum-AK. der nicht regulären Elemente 
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Beryll 


Atin°C | -108 3, -10° -10° 
+20/0 +1,05 +0,67 
gd 0/— 20 +0,82 — 1,62 +0,02 
—20/— 40 + 0,63 —1,74 —0,48 
40/— 60 +0,39 1,85 —1,07 
—60/— 80 —0,16 —1,96 — 1,64 
—80/—100 -0,03 — 2,03 — 2,09 
—100/—120 -0,20, - — 2,03, —2,44, 
— 120/ - 140 -0,32 —1,99 — 2,63 


140/ — 160 —0,42, —1,85 —2,70 
160/—183 -0,52 2,60 
—0,52, ~1,29 2,34 

-195/- 216,2 -0,49 
195/- 216,06 -0,96 | 


also ein ähnliches Verhalten wie Adenstedt beim Kalkspat, nur 
daß beim Beryll, der ein wesentlich komplizierteres Gruppengitter 
zeigt, viel krassere Verhältnisse vorliegen, und & sowie 7 schon von 
—11° an abwärts negativ werden. < 


Zusammenfassende Übersicht der Ergebnisse 


18. a) Bei normalen regulär kristallisierenden Elementen, wie 
Molybdän und Rhodium, verläuft die thermische Ausdehnung zwischen 
— 215° und +20°C gemäß Gleichung (1) und (2), wenn Oy, = 390, 
Ox, = 350 gewählt wird. Chrom und Mangan verhalten sich anormal, 
indem der thermische AK. von Cr etwas oberhalb 0° C ein aus- 
geprägtes Minimum hat, dessen Ursache bisher ungeklärt ist, Mn in 
der 3-Modifikation eine starke Minderung des AK. durch Aufnahme 
von N, zeigt. Reines Cr folgt nur in tiefer Temperatur der For- 
mel (1) mit O = 490, bei Mn ist der Geltungsbereich mit 0 = 330 
noch beschränkter. 

b) Bei den nicht regulär kristallisierenden Elementen Be, 
Graphit, Bi, Sb, Sn folgen die linearen Haupt-AK. 9, und f, ver- 
schiedenen Temperaturfunktionen, die mit der Atomwärmekurve nicht 
unmittelbar zusammenhängen, aber einer Debyefunktion näher ver- 
wandt sind, als dies bei Zn und Cd der Fall ist. Vergleicht man 


mit der Atomwärmekurve, so zeigt sich ebenso wie bei Zn und Cd 
ein im großen und ganzen ähnlicher Verlauf, der jedoch mangels 
der Darstellungsfähigkeit durch eine einzelne Debyefunktion nicht 
durch Vergleich der entsprechenden © aus @ und C, belegt werden 
kann. Wie weit jene Ähnlichkeit geht, erkennt man aus dem Grad 
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der Unveränderlichkeit von 7 (Gl. 3a) mit der Temperatur. In 
Tab. 18 sind diese 7 für alle in dieser Arbeit untersuchten Elemente 
berechnet. Für V/x ist dabei der Wert bei Zimmertemperatur 
(nach Bridgman) eingesetzt. Die Änderung von V/x mit der 
Temperatur wird durch Einsetzen von C, statt C, in Gl. 3a etwa 
kompensiert. Gegenüber der guten Konstanz bei regulären Elementen 
(mit Ausnahme von Cr im Anomaliebereich und Mn, dessen C 
unsicher bekannt ist), zeigen die nicht regulären Elemente zwischen 
+ 10° und — 200° C 7-Anderungen bis zu 10°/, (über Zr und Tl 
vgl. Abschn. 12 und 13). 


Tabelle 18 


Die Zahl 7= 
r 


4 
+10 | —40 | — 160 | — 200  — 240 
(0,85) | 1,01 | 1,08 1,17 1,30 
(0,82) 0,94 | 09 | 09 | 09 
1,66 | 1,67 | 1,67 | 1,67 | 1,67 
118 1,24 | 1,32 | 121 | 118 
232 | 295 | 220 | 214 | 211 
(0,85 ) | we (0,65) 


111 | 1,11 | 1,11 | 1,20 | 1,12 | 1 
0,88 0,88 | 0,89 | 0,90 0,92 
1,93 | 1,90 | 1,88 | 1,82 | 1,75 


c) Die Absolutwerte von 7, ı0°c fallen zwischen die Grenzen 
der bisher für Elemente bekannten Zahlen 441-4), Auffallend 
sind die niedrigen bisher unbekannten Werte für Cr (kub. rz.), 
Be und Zr (hex.). Bei Zr bestehen Zweifel, ob das aus $ berechnete 
a den Volum-AK. gibt. 

d) Im Gegensatz zu dem verhältnismäßig einfachen Verhalten 
der obigen Elemente ist das des Berylls ähnlich auffallend, wie 
das des Kalkspats. Der infolge des negativen 8, bei 0°C sehr 
kleine Volum-AK. wird unterhalb — 11° C negativ und bleibt auch so, 
weil 8, von seinem positiven Wert in hoher Temperatur bei — 85°C 
ebenfalls zu negativen Werten übergeht. Daher wird auch 7 in 
tiefer Temperatur negativ. 


Herrn Prof. Grüneisen danke ich für die Anregung zu dieser 
Arbeit und für seine stete Förderung, Herrn Dr. Adenstedt für 
seine Beratung beim Experimentieren, den Herren Prof. C1.Schaefer, 
Prof. Weigel, Dozent Dr. Vogt, Dr. Justi, Dr. Kroll und Dr. Rohn 
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sowie der Degussa-Frankfurt fiir die Uberlassung von Untersuchungs- 
proben, der Phys. Techn. Reichsanstalt Abt. III fiir die Ausleihung 
von Quarzplatten und der Helmholtz-Gesellschaft für Geldmittel 
zur Beschaffung von Quarzplatten. 
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Die magnetische Suszeptibilität 


von Kaliumbromidkristallen mit Farbzentren') 


Von Peter Jensen 


es (Mit 3 Abbildungen) 


I. Einleitung 


1. Das Ziel der Untersuchung. Ein Alkalihalogenidkristall mit 
Farbzentren?) enthält mehr Metall- als Halogenionen. Er ist im 
ganzen elektrisch neutral, weil die fehlenden Anionen — der Ladung 
nach — durch Elektronen ersetzt sind. 

Diese Arbeit stellt einen Versuch dar, durch Messung der 
magnetischen Suszeptibilitäten von normalen und verfärbten Kri- 
stallen Näheres darüber in Erfahrung zu bringen, wie die stöchio- 
metrisch überschüssigen Metallionen und die zugehörigen Elektronen 
im Kristall angeordnet sind. 


2. Die Größenordnung eines denkbaren Effektes. Nach R. W. Pohl sind 
die Farbzentren anzusehen als „neutrale Alkaliatome, die irgendwie lose im 
Kristallinnern gebunden sind“. Nimmt man demzufolge an, die Farbzentren 
verhielten sich in magnetischer Hinsicht wie Dampf von Alkaliatomen im 
Grundzustande, so errechnet man für die verhältnismäßig hohe Konzentration 
von 10!% Zentren pro Kubikzentimeter eine Volumsuszeptibilität des Zentrengases 
von nur 2,1 - 10~* bei Zimmertemperatur (vgl. Nr. 12). Diese Volumsuszepti- 
bilität hat z. B. Sauerstoff bei 11 mm Druck und derselben Temperatur. Das 
sind 2 Promille der Suszeptibilität von KBr, die bei — 1 - 10” liegt. — Dabei 
ist die zugrunde gelegte Annahme wegen des Paramagnetismus von Alkalidampf 
zweifellos noch sehr günstig. 


II. Einiges über das Versuchsmaterial 


3. Die zu erwartende Suszeptibilitätsänderung ist also sicher so 
klein, daß es zwecklos sein würde, die Suszeptibilitäten von ver- 
färbten und von klaren, anderen Kristallen zu messen und zu ver- 
gleichen; denn selbst wenn man hinreichend genau messen könnte, 
wüßte man doch nicht, ob gefundene Differenzen den Farbzentren 
allein zuzuschreiben wären. Man muß vielmehr jeweils einen und 
denselben Kristall im unverfärbten und verfärbten Zustand unter- 


1) D7. 

2) Zusammenfassender Bericht mit Literaturverzeichnis: R. W. Pohl, 
Phys. Ztschr. 39. S. 36. 1938. 
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suchen (die Reihenfolge sollte unerheblich sein), und man braucht 
nur die Änderung der Suszeptibilität zu beachten. 

Die üblichen Verfärbungsverfahren sind: a) Erhitzung der 
Kristalle im Alkalimetalldampf, b) Einleitung von Elektronen aus 
angelegten Elektroden, gleichfalls unter Erhitzung. Zur Entfärbung 
muß man ausheizen. Werden durch diese Behandlungsweisen die 
magnetischen Eigenschaften der Kristalle nicht in unerwünschter 
Weise verändert? — Die Notwendigkeit, dies zu untersuchen, ent- 
fällt, wenn man die Kaliumbromid—Kaliumhydrid-Mischkristalle ver- 
wendet, deren Herstellung und Eigenschaften von Hilsch und Pohl 
beschrieben worden sind’). Denn sie lassen sich durch Belichtung 
verfärben. Es genügt, sie mit einer Quecksilberquarzlampe ein 
paar Minuten lang aus einigen Zentimeter Entfernung zu bestrahlen. 

In Nr. 1 war nach dem magnetischen Verhalten gewöhnlicher 
verfärbter Alkalihalogenidkristalle gefragt worden. Die Untersuchung 
der Mischkristalle könnte daher abwegig erscheinen. Sie ist es 
nicht aus den folgenden Gründen. 1. Wegen der Gleichheit der 
Absorptionsbanden sind die Farbzentren in beiden Kristallarten als 
identisch anzusehen. 2. Eine erhebliche Verfälschung des magne- 
tischen Befundes könnte wohl nur durch den Wasserstoff in den 
Mischkristallen verursacht werden. Dessen Verhalten läßt sich jedoch 
einigermaßen übersehen: Durch die photochemische Abspaltung der 
Elektronen entstehen zwar Wasserstoffatome: ere 


H-+heo=H+e, 


aber diese machen sich magnetisch kaum bemerkbar, weil sie schon 
nach Bruchteilen einer Sekunde zu diamagnetischen H,-Molekeln 
zusammentreten?. 3. Bei der Verfärbung eines Mischkristalls, bei 
der beispielsweise die Konzentration 101% Zentren pro Kubikzenti- 


meter erreicht wird, gehen also 10'* H~-Ionen in 5-10!" H,-Moleküle 


über. Schreibt man H~ ungefähr dieselbe Molekularsuszeptibilität 
zu wie He, nämlich etwa — 2-107®, so ist die diamagnetische 
Änderung bei diesem Übergang ganz verschwindend klein, denn für H, 
ist 7mo1 = — 4,0 - 10%, Andererseits entstehen bei gleich starker 
Verfärbung eines gewöhnlichen KBr-Kristalls 10'% Anionen,,lécher*; 
da nach Brindley und Hoare’) die Molekularsuszeptibilität von Br” 


1) R. Hilsch u. R. W. Pohl, Göttinger Nachr. Math.- Phys. Kl. Fach- 
gruppe II, 2. S. 139. 1936; Ann. d. Phys. [5] 32. S. 155. 1938. 

2) Dies folgt aus einer Abschätzung der Diffusionsgeschwindigkeit, die 
Herr Hilsch vorgenommen und freundlicherweise mir zugänglich gemacht hat. 

3) G. W. Brindley u. F. E. Hoare, Proc. Roy. Soc. London 152. S. 342. 
1935; 159. S. 395. 1937. 
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etwa — 35 - 10 beträgt, ergibt sich für diesen Kristall allein durch 
die Lochbildung ein algebraischer Zuwachs der Volumsuszeptibilität 
von 5,8. 10711, Die Ungenauigkeit bei der Messung der Suszepti- 
bilitätsänderung ist aber fast doppelt so groß, nämlich 1.10%, 


(vgl. Nr. 4 und 8). — Man hat also guten Grund anzunehmen, daß 
man quantitativ dieselben Ergebnisse erhält, wenn man die K(Br, H)- 
Mischkristalle statt normaler KBr-Kristalle untersucht. ma 


III. Beschreibung einer hochempfindlichen magnetischen ee 


= fir Differenzmessungen 

4. Der Grundgedanke der Methode. Die nach Nr. 2 zu fordernde 
hohe Empfindlichkeit läßt sich folgendermaßen erreichen: Man 
bringt den diamagnetischen Kristall in ein inhomogenes Magnetfeld 
und packt einen paramagnetischen Körper dazu, der so beschaffen 
ist, daß die „diamagnetische“ Kraft K_ und die „paramagnetische“ K , 
sich möglichst weitgehend kompensieren'). Die resultierende Kraft k 
sei 0- K_. Diese Restkraft wird mit einer horizontalen Drehwaage 
gemessen, die in der Empfindlichkeit auf sie abgestimmt ist. Die 
Ungenauigkeit der Kraftmessung sei «-k. Wenn man es nun so 
einrichtet, daß k allein von K_ abhängt, so ist die Ungenauigkeit, 
mit der man Änderungen von K_ bestimmen kann, offenbar gleich 
2e-d-K_. Wenn man es weiterhin so einrichtet, daß K_ allein von 
der Kristallsuszeptibilität x, abhängt, so ist auch die Ungenauigkeit, 
mit der man Änderungen von xx bestimmen kann, gleich 2¢-0-x,x, 
weil ja K_ ~ xx gilt. 

Wie die Bedingung k = Funktion von x; allein erfüllt wird, 
steht in Nr. 6. Das Produkt 2s:-ö läßt sich auf etwa 1-10-* 
herunterdriicken (e = 2-10~°, d = 3.1072, Daxx = — 1. 107® ist, 
beträgt also die Ungenauigkeit bei der Messung der Suszeptibilitäts- 
änderung 1.1019, 

5. Beschreibung der Apparatur. Das Feld wird von einem großen 
Halbringelektromagneten ohne Wasserkühlung erzeugt, dessen Pol- 
schuhe die Formen eines Keils und eines abgestumpften Kegels 
haben. Der Polabstand beträgt 3 cm, die Feldstärke auf der Achse 
am Orte des Kristalls bei der benutzten Stromstärke von 6 Amp. 
rund 5000 Gauss. Die Kraft, deren Änderung als Maß der Suszepti- 
bilitätsänderung angesehen wird, hat im wesentlichen die Richtung 
der Achse und wird mit einer Drehwaage durch Retorsion gemessen. 


1) Diese Idee der Kompensation findet sich auch bei A. Glaser, Ann. 
d. Phys. 75. S. 459. 1924 oder bei D. M. Bose u. P. K. Raha, Ztschr. f. Phys. 
80. S. 361. 1933. 
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Der Waagebalken besteht aus dem Träger T (vgl. Abb. 1), der ver- 
mittels einer nicht mitgezeichneten Vorrichtung arretiert werden 
kann, und dem abnehmbaren Kristallhalter H. Der Träger ist in 
Wirklichkeit nach Art eines Fachwerkträgers gebaut (Glasstäbchen 
mit Schellack gekittet), so daß er bei geringem Trägheitsmoment 
verdrehungs- und biegungsfest ist. An ihm sind angekittet: Der 
Spiegel Sp, der zugleich als Gegengewicht wirkt, ein Häkchen für 
Ausgleichsgewichte (nicht mitgezeichnet), der 0,04 mm starke, 30 cm 
lange Quarzfaden Y. Die Längen der Hebelarme KQ und QSp sind 
10,5 und 7cm. Die Größe des Kristalls K beträgt etwa 2X4x6mm, 


» 


Abb. 1. Die Versuchsanordnung. : 
Die Größenverhältnisse sind in Wirklichkeit anders, vgl. die Angaben im Text. a 
In der Hauptfigur ist die Feder F der Ubersichtlichkeit halber weggelassen 


sein Gewicht rund 140 mg. Die Schwingungsdauer des Systems ist 
ohne Feld etwa 80 Sek., mit Feld und Retorsion erheblich kürzer, 
weil dann die riicktreibende Kraft gréBer ist. Der Kristallhalter H 
ist aus !/, mm starken Quarzglasstibchen gemacht!) Die Be- 
festigung des Kristalls geschieht folgendermaßen (vgl. linke Neben- 
figur): Der Schieber S wird zuriickgeschoben (im Bild nach rechts), 
die Feder F abgebogen (im Bild nach oben), der Kristall in den von 
den Stiibchen gebildeten Winkel eingelegt und die Feder durch 
Vorrücken des Schiebers angedrückt. — Uber und unter dem Kri- 
stall sieht man zwei zylindrische Körper Nb. Das sind Röhrchen 
von paramagnetischem Blech, metallischem Niob’), die mit Reibung 
auf zwei Stäbchen aufsitzen. Sind Kristall und paramagnetischer 
Körper in dieser Weise in diesem Felde angeordnet, so ist die 


1) Zur Wahl dieses Materials vgl. Nr.7. 


“A aa. tear 


] 
. 
] 
‘ 
| | Br ( 
Hr J 
| 
4 
% 
2 


P. Jensen. Die magnetische Suszeptibilität usw. 165 


Ruhelage überall auf der Achse außer in der unmittelbaren Nachbar- 
schaft der Pole ausgezeichnet stabil, wenn die scheinbare Gesamt- 
suszeptibilität des Komplexes schwach negativ ist. — Die Lage des 
Kristallhalters auf dem Träger ist genau reproduzierbar: Eine in 
die Gabeln 7 und 2 gelegte glatte Stange hätte noch zwei Freiheits- 
grade; setzt man ihr einen Arm an, der in die Gabel 3 gedrückt 
wird — das Drehmoment wird vom Kristall ausgeübt — so liegt 
alles fest. G ist Griff und Gegengewicht. Die Reproduzierbarkeit 
der Lage war ursprünglich angestrebt worden, weil Kristalle unter- 
sucht werden sollten, die zur Ver- oder Entfärbung aus der Apparatur 
herausgenommen werden mußten. Sie ist aber auch sehr erwünscht 
bei der Ausführung der Kompensation, zu der folgendes zu sagen 
ist: Aus einem Gewichtsatz von Nb-Röhrchen (je zwei zu 10, 11--- 
20 mg, alle genau auf die Quarzstäbchen passend) werden zunächst 
bei kleiner Feldstärke diejenigen ausgesucht, die die kleinste resul- 
tierende Kraft ergeben. Diese beiden werden — durch Verschiebung 
auf ihren Sitzen — so eingestellt, daß die Restkraft die Richtung 
der Kristallkraft erhält und dem Betrage nach in den Meßbereich 
der Waage fällt. Das letzte feine Auskompensieren ist sehr schwierig, 
denn es kommt auf zehntel Millimeter an, und für jede kleine Ver- 
schiebung muß der Waagebalken arretiert und der Kristallhalter 
herausgenommen werden. Es würde nun noch sehr erschwert wenn 
nach jedem Herausnehmen und Wiedereinsetzen die Lage im Felde 
eine andere wäre als vorher, denn dann könnte man gar keine ge- 
nauen Vergleiche anstellen. — Die Kraft wird, wie gesagt, durch 
Retorsion gemessen. Der Retorsionswinkel beträgt im Maximum 18°, 
er wird mit Spiegel, Fernrohr und Skala gemessen; die abgelesenen 
Werte müssen korrigiert werden, da die Skala gerade ist. — Die 
Lage des Systems im Felde wird dadurch überwacht, daß man mit 
einem Ablesefernrohr über den Spiegel Sp eine feste Marke an- 
sieht. — Das ganze System ist luftdicht eingeschlossen. Am linken 
Ende des den Waagebalken umschließenden Rohres (vgl. rechte 
Nebenfigur in Abb. 1) befindet sich ein Quarzfenster, vor dieses wird 
die Hg-Lampe zur Bestrahlung gebracht, am rechten Ende ein Glas- 
fenster, durch das man auf den Spiegel blickt. — Die Temperatur 
im Rohr in der Nähe des Kristalls wird mit einem Thermoelement 
gemessen. — Für raschen Ausgleich elektrischer Potentialdifferenzen 
sorgt ein radioaktives Präparat. 

6. Theorie der Apparatur. Die z-Komponente der Kraft, die 
ein magnetischer Dipol mit dem Moment m = pd3 im magnetischen 
Felde der Stärke 9 erfährt, ist 
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Ein Volumelement dv eines isotropen Körpers mit der Volum- 
suszeptibilität x hat im Felde § das magnetische Moment 


m=xdvd, 

erfährt also in der x-Richtung die Kraft 

Greift diese Kraft senkrecht an einem Hebelarm der Linge r an, 

so übt sie das Drehmoment dM =r.dX um eine Achse aus, die 

senkrecht auf Kraft und Hebelarm steht. Das von einem endlichen, 

nicht-ferromagnetischen, homogenen, isotropen Körper mit dem 

Volumen V herrührende Drehmoment ist, wenn man noch zur 
Abkürzung 


setzt: 


(1) M=x[rFav. 


~ 


Bei der oben beschriebenen Anordnung setzen sich mehrere solche 


Momente zusammen, dem resultierenden wird durch das Torsions- 
moment des verdrehten Quarzfadens das Gleichgewicht gehalten. 
Da das Torsionsmoment dem Retorsionswinkel @ proportional ist 
(Faktor wird 


2) Pa= ax | rF dv + x [rF dv + xufrFäv x. [rFäv. 

VK VH VG 
Die Indizes K, Nb, H, G sollen hinweisen auf Kristall, Niob, 
Kristallhalter, einhüllendes Gas, V, soll sein gleich Vx + Vy, + Vy. 
Der letzte Posten rechts ist nach dem Archimedischen Prinzip 
abzuziehen. 

Hier sei bemerkt, daß sich unmittelbar auf diese Gleichung 
das durchsichtigste Verfahren zur Bestimmung von 4xx gründen 
ließe. Ich gehe nicht näher darauf ein, weil man es nur anwenden 
kann, wenn man über Vorrichtungen verfügt, die eine hinreichende 
Konstanz des Feldes in jedem Punkte garantieren. 

Gl. (2) kann umgeformt werden wie folgt: Die Feldstärke § im 
Meßraum läßt sich auffassen als Funktion des Ortes (a, y, 2), der 
Stromstärke J und irgendwelcher Größen, von denen das magnetische 
Verhalten des Eisenkerns abhängt. Über die letzteren braucht nichts 
weiter bekannt zu sein, sie mögen symbolisch mit U bezeichnet 
werden. Also 

= HU, U; 2, y,2). 
Man führt nun — auf die Ergebnisse von Vorversuchen mit zwei 
kleinen Induktionsspulen sich stiitzend — die Hypothese ein, dab 
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das Feld sich bei Änderung von J und U ähnlich ändere. Das 
soll heißen: Es gibt ein Vektorfeld q (x,y,z) der Art, daß die Feld- 
stärkefunktion in zwei Faktoren 
9 = H,(J, U) q (2, Y, 2) 
zerlegt werden kann. Dabei ist H, der Betrag der Feldstärke in 
irgendeinem festen Punkte des MeBraums (oder ein beliebiges 
Vielfaches davon). Damit wird 
F = grad, = H,’q gradq, = H,’f (x, 1,2). 

Die Feldstirke H, wird mit Probespule und ballistischem Galvano- 
meter gemessen. Der zu H, proportionale Ausschlag sei G. Durch 
Zusammenfassung der beiden Proportionalitätsfaktoren zu P und 


mit der Abkiirzung — 
J ‘ 


geht Gl. (2) über in 
(3) a= G’P(xxIx + Im + lu — Ie). 

Um hiernach in einfacher Weise eine Anderung von xx be- 
stimmen zu können, muß man dafür sorgen, daß sich mit xx nicht 
zugleich ändern: 

a) die anderen Suszeptibilitäten, 

b) die Integrale I, d.h. die Lage der Körper im Felde, 7 
c) die GréBe G. er 
Für die dann zu beobachtende partielle Kraftänderung 4,,«@ und 
die Suszeptibilitätsänderung Ax; folgt durch Differenzbildung 


(4) A, = G?P 1x Axx; 
der Wert der Konstanten PI, kann leicht ermittelt werden 
(vgl. S. 171). : 


Es fragt sich nun, ob die Voraussetzungen, unter denen die 
Gl. (3) und (4) abgeleitet wurden, auch wirklich gegeben bzw. experi- 
mentell zu schaffen sind. Das kann leicht gepriift werden. Wenn 
nämlich tatsächlich 

a) die Hypothese von der Ähnlichkeit der Feldänderung 
richtig wäre, 

b) sämtliche Körper im Felde die vor Aufstellung der Gl. (1) 
genannten Eigenschaften hätten, also insbesondere keine ferro- 
magnetischen Verunreinigungen enthielten, 

c) die Suszeptibilitäten aller Stoffe im Felde konstant wären, 
d) die Lage aller Körper im Felde unveränderlich wäre, 
e) Drehmoment und Retorsionswinkel einerseits, 
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f) Feldstärke H, und Galvanometerausschlag G anderseits ein- 
ander proportional wiren —, ' 
dann miiBte offenbar auch gelten 

a = const - G?. 


Zwei typische empirische Kurven zeigt Abb. 2. Es besteht also 
nur eine annähernd lineare Beziehung zwischen « und G?, die Be- 
dingungen a)—f) kénnen nicht alle erfiillt sein. Was fiir Korrekturen 
ergeben sich danach für Gl. (3)? Um dies festzustellen, gehen wir 

u die Punkte a)—f) nacheinander 


durch und fragen jeweils nach dem 
zusätzlichen Retorsionswinkel, der 


zu beobachten sein muß, wenn 
gegen die betreffende Forderung 


verstoßen wird. Da alle Be- 


en füllt sind, darf man bei der 


A dingungen offenbar nahezu er- 
Pr Untersuchung jeder einzelnen 
annehmen, daß alle andern streng 

0 200 400 600 dl 
2. erfüllt seien. Es werden also 


tionen «(G*). Zwei verschiedene Kri- nur Abweichungen erster Ord- 
stalle, Kompensation beide Male mit nung betrachtet. 


denselben Nb-Röhrchen, aber ver- a) Wenn die Hypothese über 
schieden weit getrieben. Bei G* = 500 


ist die Feldstärke in der Gegend des das Feld nicht ER ermaal, 

Kristalle rund 5000 Genes muß man zu H,-q einen kleinen 

Korrektionsvektor h hinzufügen, 

von dem nur angenommen werde, daß er in jedem Punkte nach 

Betrag und Richtung eindeutig von H, abhängt (daß diese —_ 
berechtigt ist, wird sich unten zeigen). Mit 


erhält man statt der in Gl. (3) auftretenden Senmsalın. G: Pxl: 


wobei 
j= qggradh, + gradq, + § grad §,) 


gesetzt ist. Da alle Volumelemente festliegen, ist das Integral 
über V eine Funktion von H, allein, also auch von @? allein. 
Es wird also, wenn nur Bedingung a) nicht erfüllt ist, und wenn 
man von jetzt an die rechte Seite von (3) mit «, bezeichnet: 
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b) Es ist eine bekannte Tatsache, daß nur die allerwenigsten 
Stoffe als „magnetisch eisenfrei“ anzusprechen sind. Bei der hhen _— 

Empfindlichkeit der betrachteten Anordnung müßte man sich geradezu 
wundern, wenn nichts von ferromagnetischen Verunreinigungen zu 
bemerken wäre. Die von ilınen herrührenden Kräfte werden in 
erster Linie von G@? abhängen; daß die Abhängigkeit infolge von 
Remanenzerscheinungen vielleicht nicht ganz eindeutig ist, darf man 
übersehen (vgl. unten). Folglich wird, wenn nur die Bedingung b) 


nicht erfüllt ist: 


a=a, + 9, (G’). 

c) Die Suszeptibilitäten der Körper im Felde hängen nur von 
der Temperatur ab (die Volumsuszeptibilität der Luft auch vom 
Druck, aber der ist ohne Zutun hinreichend genau konstant). 
Daher ergibt sich, wenn nur Bedingung c) unerfüllt ist, nach Gl. (3) 
eine Beziehung der Form 

wobei + die Abweichung von einer Ausgangstemperatur bedeutet. 

d) Es ist möglich, daß das ganze Gehänge sich parallel ver- 
schiebt, ohne daß der Spiegel, der allein zur Überwachung der Lage 
dient, sich dreht. Solche Verschiebungen können auf zwei Arten 
zustande kommen. Erstens: Wenn der Quarzfaden nicht genau auf 
der Torsionsachse sitzt, verdreht man ihn nicht nur, sondern bewegt 
ihn auch fort, und mit ihm das ganze Gehänge. Diese Translation — 
sie war im Versuch nur sehr klein, weil der Torsionskopf so ein- 
gerichtet war, daß der Faden unter dem Mikroskop zentriert werden 
konnte — hängt über den Retorsionswinkel nach Gl.(3) in eindeutiger 
Weise von G? ab. Zweitens: Durch die Retorsion werden nur 
Drehungen des Spiegels und damit des Waagebalkens um die 
lotrechte Achse rückgängig gemacht. Die magnetischen Kräfte üben 
aber auch ein Drehmoment um eine waagerechte Achse aus, die durch 
den Aufhängepunkt des Fadens geht und senkrecht auf der Richtung 
der resultierenden magnetischen Kraft steht. Da nun das System 
Faden-Balken ein räumliches Pendel darstellt, findet eine kleine Ver- 
schiebung des Balkens in Richtung der resultierenden magnetischen 


Kraft K statt, deren Betrag s = =. 


a“ 


m die Masse des Balkens, g die Erdbeschleunigung bedeutet. Auch 
diese Translation hängt, weil K es tut, in erster Näherung von G? 
allein ab. — Durch die Verschiebungen beiderlei Ursprungs werden 
die Integrale J in Gl. (3) verändert, und so kommt zu «, wiederum 
ein nur von G? abhängendes Zusatzglied: 


ist, wenn / die Fadenlänge, 


a= a, + 9,(G). 
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e) Man überzeugt sich leicht, daß, wenn man nur eindeutige 
Zusammenhänge zwischen Drehmoment und Retorsionswinkel einer- 
seits, H, und @ anderseits annimmt, auch ein Verstoßen gegen die 
Forderungen e) und f) allein das Auftreten von Zusatzgliedern be- 
dingt, die nur von @? abhängen. 

Das endgültige Ergebnis dieser Überlegungen ist, daß eine 
eindeutige Beziehung zwischen & und G? bestehen muß, wenn 
%,(%,G?) zum Verschwinden gebracht wird. 

Diese Bedingung ließ sich experimentell erfüllen (vgl. Nr. 7), 
und der verlangte eindeutige Zusammenhang wurde nun in der Tat 
beobachtet. Die Kurven @(G*) in Abb. 2 waren bei sorgfältigem 
Arbeiten über mindestens 3 Std. hin reproduzierbar, und die Werte 
waren unabhängig von der Durchlaufungsrichtung der Kurven. 
Damit ist auch die Richtigkeit der Annahmen über Eindeutigkeit in 
den Absätzen a), b) und e) erwiesen. ur 

Man erhält also jetzt statt Gl. (3): TREE . 
(5) «=@PSx1,+ 
Hieraus könnte man wieder die Gl. (4) ableiten, wenn man G konstant 
hielte, denn die unbekannte Funktion @ fiele dann ja heraus. 
Es erwies sich aber aus experimentellen Gründen als genauer, den 
Retorsionswinkel konstant zu lassen und das System, wenn es infolge 
einer kleinen Kraftänderung seine Ruhelage verlassen hatte, durch 
Änderung der Feldstärke zurückzubringen. Das System war nämlich 
so empfindlich gegen Verrückungen, daß auch die vorsichtigste 
Verstellung des Retorsionswinkels kleine unkontrollierbare Ver- 
schiebungen hervorrufen konnte. Die „Retorsion“ durch Variation 
der Stromstärke macht dagegen jede mechanische Einwirkung von 
außen her entbehrlich. 

Bei diesem Verfahren muß man also AG? messen und daraus 
Axx berechnen. Dazu geht man folgendermaßen vor: G? wird bei 
der „magnetischen Retorsion“ nur innerhalb eines kleinen Bereiches 
variiert. In diesem Bereich kann wegen der geringen Krümmung 
der Kurven « (G?) die Funktion @ (G?) mit genügender Genauigkeit 
durch A + BG? ersetzt werden (wobei A und B nicht von G? ab- 


hängen), und damit Gl. (5) durch 
(6) e=A+(P>x B)G?; 


es soll also von nun an unter @ der Retorsionswinkel in dem ge- 
nannten G?-Bereich verstanden werden. Schreibt man die Summe > 
wieder vollständig hin und löst nach x; auf, so erhält man 
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Durch Differenzbildung folgt, wenn man zur Unterscheidung der 
Größen vor und nach der Suszeptibilitätsänderung die Indizes v und n 


anbringt und beachtet, daß a, = «, ist: Ze 
x= PI, ( G? G,? ’ A . wv 


denn es wird mit xx zugleich nur G? verändert, und eine möglicher- 
weise vorhandene Abhängigkeit der Größen A und B von xx braucht 
nicht beachtet zu werden, weil A und B erstens erheblich kleiner 
als « bzw. PS'x.I. sind, und weil zweitens x; sich jedenfalls nur 
sehr wenig ändert. (In Nr. 9 wird auch zahlenmäßig nachgewiesen, 
daß A in der Tat ungefähr konstant bleibt. Ein kleiner, aber 
deutlicher Unterschied zwischen A, und A,, der sich dort zeigt, 
kommt wohl daher, daB  (G?) doch ein wenig von A + BG? 
abweicht). 

Wie werden die Größen PI, und A bestimmt? Plz: Man 
beobachtet die partielle Kraftänderung (diesmal durch mechanische 
Retorsion, weil der Effekt sehr groß ist), die eintritt, wenn x, in 
bekannter Weise variiert wird. Dazu ersetzt man die Luft im 
Gehäuse durch Kohlensäure. Hält man G konstant (G,), so folgt 
aus Gl, (5) in diesem Falle: 


4, G3 P I; 4x; . 
war als Abkürzung für 


In, + In = [rfav 
VE 


geschrieben worden. Die Funktion rf, d.h. im wesentlichen das 
Produkt rSögrad|$|, ist sicher in allen drei Integrationsgebieten 
von derselben Größenordnung. Folglich ist bei der Abschätzung 
der Integrale die Größe der Volumina ausschlaggebend. Vy, kann 
neben Vx vernachlässigt werden, Vz dagegen nicht; das Volumen 
derjenigen Teile des Kristallhalters, die eine nennenswerte Kraft 
erfahren, ist etwa V,,= 0,011 cm?, während das Volumen der 
Kristalle rund 0,05 cm? beträgt. Daher wird auch der Wert des 
Integrals I; etwa 5mal so groß sein wie der von I,„. Also gilt 
näherungsweise 


v 
= Ix (14 72). @ 


und die gesuchte Größe wird 
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A: Die durch Gl. (6) definierte Funktion ist durch eine Gerade 
darzustellen. A ist der Abschnitt auf der «-Achse. Zu dessen 
empirischer Bestimmung genügt es, zwei Wertepaare (a,G*) zu 
messen. Mit ihnen stellt sich @ in der Form 


— @ 19 19 
a=@,+ Ga — G,’) 
dar, und für G? = 0 erhält man durch Vergleich mit (6): 
= 4, — = A. 
Die endgültige Gleichung für 4x, wird mit diesen Werten: 
- Vi , 1 1 
*G n 


7. Noch einige experimentelle, Einzelheiten. Die in Nr. 6 betrachtete tempe- 
raturabhängige Störung 9, (%, G*) wurde dadurch klein gemacht, daß Stoffe 
mit möglichst schwach temperaturabhängigen Suszeptibilitäten gewählt und 
allzu große Temperaturschwankungen vermieden wurden. Bei der Verwendung 
von Niob (0,1 mm starkes Blech, von der Firma Schuchardt, Görlitz, bezogen) 
zur Kompensation und Quarzglasstiibchen zur Herstellung des Kristallhalters 
waren Temperaturänderungen bis zu 2° noch ohne merklichen Einfluß. 


Für Luft unter Atmosphärendruck gilt x = a , also bei Atmosphiiren- 
druck und Zimmertemperatur = — 2,0 - 10710 Grad—'. Über die Worte 


der Kristalle, des Niobs und Quarzes läßt sich von vornherein schwer etwas 
sagen, weil man über die Reinheit der Stoffe nichts Genaues weiß. Aus der 
tatsächlich beobachteten Temperaturunabhängigkeit der Kraft kann man aber 
schließen, daß der ZA Wert der scheinbaren Gesamtsuszeptibilität auch nur 
einige — 10-"" pro Grad betrug. 

Die Genauigkeit der Kraftmessung konnte sehr durch Luftströmungen 
beeinträchtigt werden, die auftraten, wenn das Rohrwerk ungleichmäßig tempe- 
riert war. Neben raschen Schwankungen der Zimmertemperatur, die leicht 
zu vermeiden waren, wirkte sich die Erwärmung des Magnets sehr störend aus. 
Abhilfe wurde durch Aufstellung eines kleinen Ventilators geschaffen, der das 
ganze Rohrwerk gelinde anblies. 

Um die Unveränderlichkeit der Lage des Kristalls im Felde zu erzwingen, 
genügte es nicht, Polschuhe und Torsionskopf relativ zueinander festzuhalten. 
Die ganze Apparatur durfte sich auch nicht gegen die Vertikale neigen. 
Solche Neigungen traten anscheinend bisweilen auf, solange die Anordnung 
auf einem Holztisch stand. Schon ein leichter Druck auf die Tischplatte 
konnte eine bleibende Kraftänderung zur Folge haben. Diese Störungen ver- 
schwanden nach der Ersetzung des Tisches durch eine große Betonröhre mit 
aufgelegter Marmorplatte, auf der übrigens auch noch das Fernrohr und die 
feste Marke zur Überwachung der Lage Platz fanden. 

Über die Verstellung des Retorsionswinkels ist zu sagen: An der Torsions- 
achse saß oben ein waagerechter Arm von etwa 20cm Länge. Dessen äußeres 
Ende ragte mit Spielraum zwischen die beiden senkrecht stehenden Zinken 
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einer Gabel, die an einem verstellbaren Drahtzug befestigt war. So konnte 
der Winkel bequem verändert, aber auch die mechanische Verbindung ohne 
weiteres gelöst werden. 

Zur Messung der Feldstärke H, wurde eine kleine, zuverlässig gelagerte 
Drehspule verwendet, die an einer Seite des Keilpols angeordnet war und stets 
um den gleichen, genau festgelegten Winkel geschwenkt wurde. Sie wurde 
mit Schnurzügen vom Beobachtungsplatz aus betätigt. So konnte auch 
der Ausschlag des Galvanometers (ballistisches Spiegelgalvanometer von 
Siemens & Halske mit aufgesteckten Gewichten zur Erhöhung des Trägheits- 
momentes der Drehspule) schnell auf Null zurückgebracht werden. Die Meb- 
genauigkeit war erstaunlich gut, rasch nacheinander beobachtete Werte von G 
schwankten in dem interessierenden G-Bereich um etwa 1°/,- 

Zur Auswechselung der Gasfüllung wurde die Kohlensäure einfach an 
der tiefsten Stelle des Rohrwerks eingeleitet und die Luft zu einer ganz oben 
gelegenen Öffnung hinausgelassen, und zwar so lange, bis weiteres Einleiten 
keine Anderung der Kraft mehr hervorrief. 

Es versteht sich von selber, daß möglichst reinlich gearbeitet wurde, um 
ferromagnetische Verunreinigungen fernzuhalten. Niob hat die angenehme 
Eigenschaft, kochendem Königswasser standzuhalten, es konnte also ruhig mit 
einer gewöhnlichen Schere geschnitten werden. Der Kristallhalter konnte in 
heißer Salzsäure gewaschen werden, und von den Kristallen wurde vor der 
Benutzung vorsichtshalber die äußerste Schicht in flieBendem destillierten Wasser 
abgelöst. — Die häufig beobachtete Umkehr der Kraftrichtung beim Übergang 
von kleinsten zu etwas größeren Feldstärken, wie sie in Abb. 2 bei der unteren 
Kurve zu sehen ist, kann wohl nur durch ferromagnetische Bestandteile ver- 
ursacht werden. Welcher Art diese waren, wurde nicht näber untersucht. 

IV. Die Messungen und ihr Ergebnis 3 

8. Prüfung auf Störeffekte. Die Meßgenauigkeit. Vor der Aus- 
führung der eigentlichen Verfärbungsversuche mußte geprüft werden, 
ob nicht doch noch irgendwelche Störeffekte vorhanden waren, die 
eine Suszeptibilitätsänderung hätten vortäuschen können. Diese 
Prüfung wurde in zwei Schritten vorgenommen. Erstens wurden 
sechs Leerversuohe von je 3 Std. Dauer angestellt, bei denen will- 
kürlich nur die Stromstärke zu dem Zwecke geändert wurde, Lage- 
änderungen des Systems rückgängig zu machen, die von unbekannten 
Störungen herrührten. Die zugehörigen Werte von G? wurden be- 
stimmt, und es wurden aus ihnen nach Gl.(7) die scheinbaren Schwan- 
kungen der Suszeptibilität berechnet. Sie waren ausnahmslos kleiner 
als 1. 10710, Zweitens wurden zwölf Leerversuche mit Bestrahlung 
gemacht, und zwar wurden zum Teil normale KBr-Kristalle bestrahlt. 
die demselben Kristallblock entstammten wie die Mischkristalle, 
zum Teil Mischkristalle, die bereits vollkommen durchverfärbt waren. 
Während der Einstrahlung und danach zeigten sich starke Ab- 
weichungen aus der Ruhelage im Felde, größtenteils durch Luft- 
strémungen im Waagegehäuse verursacht. Nach längstens */, Std. 
waren aber diese Störungen wieder vollkommen verschwunden, 
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d. h. die nach Ablauf dieser Zeit zu beobachtenden scheinbaren 
Suszeptibilitätsänderungen waren auch niemals größer als 1. 101°, 


9.. Ein Zahlenbeispiel. Erst nach diesen Prüfungen wurden die end- 
gültigen Versuche gemacht. Ein numerisch durchgerechnetes Beispiel möge 
zur Erläuterung des Verfahrens dienen und einen Begriff von den Zahlenwerten 
geben. Wegen der Bezeichnungen vergleiche man Nr. 6. 

Vor der Verfärbung werden gemessen: 

a, = 41,90 G’= 445,2 

a, = a, = 48,40 G,? = G,? = 491,3 
(a, und «, bzw. G,? und @,? brauchen ja nicht verschieden zu sein). Nach 
der Verfärbung: 

a, = a, = 48,40 G,? = 513,9 

(« wird ja nicht geändert. Nach der Verfärbung wird also zur Erhaltung 
der Kraft die Feldstärke vergröfert. Die scheinbare Gesamtsuszeptibilität muß 
deshalb dem Betrage nach abgenommen haben. Da ihr Vorzeichen mit dem 
der Kristallsuszeptibilität übereinstimmt, muß auch deren Betrag kleiner ge- 
worden sein; weil x, < 0 ist, haben die Farbzentren also ein positives Moment. 

Aus einem später zu erkennenden Grunde wird nach der Verfärbung 
noch ein weiteres Wertepaar aufgenommen: 


a, = 42,39 G,*? = 466,4 has ee 
Zum Schluß nach der Einleitung der Kohlensäure: Tr 
- 
a, = — 69,83 Gz = 466. 


Infolge des Gaswechsels ändert sich also die Kraft um mehr als 250° ,. 
Daran erkennt man am unmittelbarsten die Empfindlichkeit der Anordnung. 

Das Volumen des Kristalls erhält man aus dem Gewicht (0,140 g) und 
der Dichte von KBr (2,75 gem”): 


Vee = 0,051 em®. 


Das Volumen V,, ist nach 8. 171 .. 


Vy = 0,011 em’. 

Endlich müssen die Werte der Volumsuszeptibilitäten von Luft und 
Kohlensäure bei Atmosphärendruck und Zimmertemperatur bekannt sein; 
es werden benutzt 


#00, = ~ 0,09 107°. 
Der Einfluß der Luftfeuchtigkeit kann ganz vernachlässigt werden. 


Mit diesen Zahlenwerten erhält man für die in Gl. (7) auftretenden 
Ausdrücke: 


Vy 
K 
Pr G2 = 466, 
¥ Luft ~ *co, 2,90 + 0,09) 107% 2,99 107% 
= -— = - = —) 
£ 4,4 12,39 + 69,83 112,2 
Ga 
a, — y 
A=a, - Gt G. G,? =— 13,64. 
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Hier hat man Gelegenheit, nachzuprüfen, ob die Größe A wirklich von x; 

unabhängig ist, wie in Nr. 6, 8. 171 behauptet wurde. Mit den Wertepaaren 

(en, @„*) und (a,, G,”) erhält man für A nach der Verfärbung TEE Ve 

Ga, — Gs > oc 

A, + A, 


A, = a — 


in geniigender Ubereinstimmung mit dem anderen Wert. Man nimmt - 


und bekommt damit fiir den vorletzten Klammerausdruck in Gl. (7): 


a, A = 63,5. 
Die letzte Klammer hat den Wert 
1 0,0109 — 1,9459 - 10-3 = 6,5, - 10-5. 


GY Ga 


Das Endergebnis wird mit diesen Zahlen: 
2,99 - 107 


112,2 


4x, = 1,22 - 466 63,5 + 6,50 + 107° = 6,2, - 107°, 

10. Die Bestimmung der Farbzentrenkonzentration. Zur Aus- 
wertung der magnetischen Messungen muß man die Zahl N der J 
Zentren im Kubikzentimeter kennen. Sie wurde nach dem wieder- 
holt beschriebenen optischen Verfahren’) bestimmt): Man durch- 
strahlt den verfärbten Kristall mit monochromatischem Licht von 
der Wellenlänge des Maximums der F-Bande (für KBr 630 mu). 
Die Intensität des auffallenden Lichtes sei J,, die des durchgelassenen J, 
ferner sei d die Dicke der durchstrahlten Schicht in Zentimetern. 
Dann gilt für KBr’): . 

1 E 
N = 3,6- 10° — In 7 . 


Die auf diese Weise ermittelten N-Werte waren aus den folgenden f 

Gründen nicht sehr genau: 
Zunächst haftet dem Zahlenfaktor 3,6 - 1015 eine gewisse Un- 

sicherheit an®), die auf etwa 10°/, zu veranschlagen ist. ‘ 


Ferner: Die Kristalle waren inhomogen verfärbt, weil sie nur 
von einer Seite aus und nicht beliebig lange mit der Quarzlampe 
bestrahlt werden konnten. Für das MeBlicht bei der Absorptions- . 
messung waren aber nur sehr dünne Spaltstiicke (je nach Verfärbungs- 
grad 0,2—0,3 mm) genügend durchlässig. Das richtige wäre nun ge- 
wesen, die Kristalle ganz in Scheiben zu zerlegen und zu integrieren. 
Das wurde aber nicht gemacht, weil es wegen der Kleinheit der 


am # = 


1) Vgl. Anm. 8. 161. 

2) Für die Ausführung dieser Messungen danke ich Herrn Dr. Klein- 
schrod aus dem I. Physikalischen Institut. 

3) E. Mollwo, Ztsehr. f. Phys. 85. 8. 56. 1933. 


4) F.G. Kleinsehrod, Ann. d. Phys. (5) 27. 8. 97. 1956. 
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Kristalle schon schwer genug war, von jedem ein einziges Plättchen 
herzustellen. Hiernach ist für wachsende Konzentration eine (absolut) 
wachsende Streuung zu erwarten. Aber auch ein systematischer 
Fehler wurde wahrscheinlich auf diese Weise begangen. Da nämlich 
das Spaltstück niemals von der Oberfläche genommen wurde (sie war 
zu uneben aus dem in Nr. 7 genannten Grunde), und weil der Abfall 
der Konzentration in den Kristallen sicher stärker als linear war, 
ist anzunehmen, daß die wahren Konzentrationen in den meisten 
Kristallen größer als die gemesse- 
| nen waren. 
” | 4 11. Das Ergebnis der Messun- 
a gen. Insgesamt wurden zwölf Ver- 
färbungsversuche angestellt. Je 
it” nach der Linge der Belichtungs- 
a | zeit gab es verschiedene Farb- 
| 


Susz.-dnderung 
8 


| 
| 


zentrenkonzentrationen und ver- 


I | 


schiedene Suszeptibilitätsänderun- 

60” gen. Abb. 3 zeigt die beobachteten 

Abb. 3. Die gemessenen Suszepti- Werte. Aus der Streuung der 

bilitätsänderungen und zugehörigen Meßpunkte ist nicht zu folgern, 

Farbzentrenkonzentrationen daß die Angabe der Ungenauig- 

keit 101° der magnetischen Mes- 

sungen falsch ist, denn nach Nr. 10 sind auch die Abszissenwerte 
mit zufälligen Fehlern behaftet. 

Das experimentelle Ergebnis lautet nun so: Die Volumsuszepti- 

bilität eines KBr-Kristalls mit N Farbzentren im Kubikzentimeter 

ist bei Zimmertemperatur um 


Ax = 2,6 - 10-27N 


größer als die desselben Kristalls im unverfärbten Zustand; dies gilt 
für optisch gemessene Konzentrationen im Bereich 1-101 bis 
6 10’ Zentren pro Kubikzentimeter. Die Molekularsuszeptibilität 
des Farbzentrengases in dem genannten Konzentrationsbereich und 
bei Zimmertemperatur ist demnach 


= 42% = 2,6 10727. 6,06 - 102° = 1,58 - 1073, 


und das effektive Moment eines Zentrums unter denselben Bedingungen: 
Herr. = 1,93 Bohrsche Magnetonen, 


berechnet nach der Definitionsgleichung des effektiven Moments: 


/ 4 = 283 Vz T Uys 3 
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wo L die Loschmidtsche Zahl, k die Boltzmannkonstante, T die 
absolute Temperatur und u, das Bohrsche Magneton bedeuten. 

Die Ungenauigkeit von 7 und wer. läßt sich wegen der in Nr. 10 
geschilderten Umstände nur schwer angeben, sie wird ungefähr 20°/, 
bzw. 10°/, betragen. Die genauen Werte von y und er. werden 
näher bei den unteren Grenzen liegen, weil ja für N wahrscheinlich 
zu kleine Werte gemessen worden sind. 

12. Über die Bindungsverhältnisse der Farbzentren (vgl. Nr. 1) 
ist nun auf Grund des experimentellen Befundes das Folgende 
zu sagen. 

Vorzeichen und Betrag der beobachteten Suszeptibilität geben 
einem Veranlassung, genauer zu prüfen, was man zu erwarten hätte, 
wenn die F-Zentren freie Alkaliatome im Grundzustande wären 
(vgl. Nr. 2). Die molare Suszeptibilität von Alkalidampf ist 


TER 
Lu? ~ „6 


und das effektive Moment eines Atoms: ker 

Her. = V3 u, = 1,73 Wy. 
Innerhalb der Fehlergrenzen stimmt der beobachtete Wert mit 
diesem überein. Die Suszeptibilitätsänderung bei Zimmertemperatur 
stützt also die Annahme freier Alkaliatome als Farbzentren. Eine 
Ergänzung der Versuche durch Messung der Temperaturabhängigkeit 
ist erwünscht und in Vorbereitung. 


Für die Anregung zu dieser Arbeit und für fördernde Anteil- 
nahme bei ihrer Durchführung danke ich Herrn Professor Joos. 
Die Mischkristalle stellte mir Herr Dozent Dr. Hilsch zur Verfügung, 
dem ich auch für Beratung in Farbzentrenangelegenheiten danke. 


Göttingen, II. Physikalisches Institut, Oktober 1938. 


(Eingegangen 23. Oktober 1938) nnd bye 
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Verschärfte Berechnung 
von Intensität und Polarisation 
im kontinuierlichen Réntgenspektrum') 


Von Gerhard Elwert 
= (Mit 12 Abbildungen) 


Einleitung 


Das Problem des kontinuierlichen Röntgenspektrums nach der 
Wellenmechanik wurde schon wenige Jahre nach der Aufstellung 
der allgemeinen Theorie in Angriff genommen?) Jedoch ‚ist der 
mathematische Apparat in den älteren Arbeiten recht kompliziert, 
was zum großen Teil auf die Wahl des Eigenfunktionssystems 
zurückzuführen ist. In der Arbeit von A. Sommerfeld „Über die 
Beugung und Bremsung der Elektronen“*) wurde nun das Elektron 
im Anfangs- und Endzustand durch eine verhältnismäßig einfache 
Wellenfunktion beschrieben, nämlich durch eine ebene Welle, die 
in der Nähe des Kerns durch Beugung modifiziert ist. Die Ab- 
schirmung durch die Elektronenhülle ist dabei vernachlässigt. 

Beschränkt man sich auf nicht zu harte Kathodenstrahlung, so 
kann man von dem Einfluß der Retardierung absehen und hat 
dann das Matrixelement der Ausstrahlung zu berechnen. Dieses 
entspricht einem Elementarprozeß, bei dem das Elektron in eine 
bestimmte Richtung abgelenkt wird und einen gewissen Energieverlust 
erleidet. Die Berechnung dieses Elementarprozesses ist für reines 
Coulombfeld des streuenden Kernes streng durchführbar. 

Um zu dem kontinuierlichen Röntgenspektrum zu kommen, hat 
man die einzelnen Komponenten des Matrixelements ins Absolut- 
quadrat zu erheben und über alle Austrittsrichtungen des Elektrons 
zu integrieren. Da sich die Integration nicht mehr allgemein 
durchführen läßt, wurde in A die im Matrixelement vorkommende 
hypergeometrische Funktion durch das erste Glied ihrer Potenz- 


1) D19. Die hier nicht wiedergegebenen Teile wurden in dem im Druck 
befindlichen Band II von „Atombau und Spektrallinien“ von A. Sommerfeld 
verwertet. 

2) J. R. Oppenheimer, Ztschr. f. Phys. 55. S. 725. 1929; Y. Sugiura, 
Phys. Rev. 34. S. 858. 1929. 

3) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 257. 1931. Im folgenden 
als A zitiert. 
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reihenentwicklung ersetzt. Es entspricht dies einer der beiden ein- 
schränkenden Forderungen, die die Bornsche Näherung stellt und 
nach der die Theorie des Röntgenspektrums später von Sauter’) 
durchgeführt wurde. Diese Bedingung ist aber beim Vergleich mit 
dem Experiment nicht mehr gut erfüllt. Hinzu kommt, daß sie die 
Geschwindigkeit der Kathodenstrahlen von unten her beschränkt, 
während die Vernachlässigung der Relativität eine Einschränkung 
von oben her zur Folge hat. Die Theorie konnte also nur in einem 
unscharf definierten Zwischengebiet eine erste Näherung liefern. 

Wir führen nun in der vorliegenden Arbeit eine ganz anders- 
artige Entwicklung durch, auf die wir in § 1 zu sprechen kommen, 
und werden damit von der Einschränkung der Bornschen Näherung 
frei. Für eine besonders ausgezeichnete Größe, die durchschnitt- 
liche Gesamtausstrahlung nach allen Richtungen konnte zwar das 
Integrationsproblem in einer neueren Arbeit von A. Sommerfeld 
und A.-W. Maue?) exakt gelöst werden. Die Auswertung dieser 
Formel in § 2 führt nun gerade auf unsere Entwicklung. Zur Kenntnis 
der Polarisation und Intensität der Strahlung für eine bestimmte 
Beobachtungsrichtung braucht man aber die Integrale über die 
Absolutquadrate der einzelnen Komponenten des Matrixelements. 
Nachdem nun das Problem für die Gesamtstrahlung gelöst ist, ge- 
nügt es, die Integration für eine einzige Komponente durchzuführen. 
Wie in $3 gezeigt wird, ist uns die entsprechende Entwicklung 
gelungen. Intensität und Polarisation können somit auf neuer 
Grundlage berechnet und in $ 4 mit dem Experiment verglichen 
werden. 

Zu dem Problem der Röntgenstrahlung in relativistischer Nähe- 
rung wird in $ 5 nur insofern ein Beitrag geliefert, als ein Korrektur- 
faktor zwischen der Bornschen Näherung und der strengen Rechnung, 
der sich aus der nichtrelativistischen Theorie ergibt, plausiblerweise 
auch auf das relativistische Gebiet übertragen wird. r 


$1. Zum Problem der Integration über die Austrittsrichtung 
des Elektrons 


Das auf einen Zfach geladenen Kern mit der Geschwindigkeit v, 
auftreffende Elektron werde dargestellt durch die Eigenfunktion 
i Z aZ 
DD wp, = (u) n, = u =tk,r—‘ 0), 


1) F. Sauter, Ann. d, Phys. [5] 18. S. 486. 1933. 

2) A. Sommerfeld u. A.-W. Maue, Über den Bremsverlust von Ka- 
thodenstrahlen beim Auftreffen auf Atomkerne, Ann. d. Phys. [5] 23. S. 589. 
935. Im folgenden als B 
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das mit der Geschwindigkeit v, austretende durch 

L und f, sind die Wellenzahlvektoren. Ihre Beträge ergeben sich 
aus den Geschwindigkeiten nach der de Broglieschen Beziehung 


(2) n u,=tk,r —i(f,v), 


hk, = MY 9° 


L, ist die überall endliche Lösung der Laguerreschen Differential- 
gleichung vom Parameter n. Die Entwicklung von L,(u) im Null- 


n u? 
(3) 


Wie üblich ist 
4) 
2 \ 
“2, a= = Wasserstoffradius, = 
2 


(1) stellt eine in der £,-Richtung einfallende nahezu ebene Welle 

dar, die den Kern als austretende Kugelwelle verläßt, während (2) 

eine einfallende Kugelwelle beschreibt, die aus dem Kernfeld asymp- 

totisch als ebene Welle mit der Fortschreitungsrichtung f, austritt. 
Die Anfangsgeschwindigkeit des Elektrons v, ergibt sich aus 

der Röhrenspannung vermöge der Beziehung 

Außerdem hängt die bei einem ElementarprozeB ausgestrahlte Fre- 

quenz mit dem Geschwindigkeitsverlust des Elektrons zusammen. 

Es ist > 

(4) hy =™(v,2—v,2) = (k,? — k,?). 


3 2m*1 


v erreicht einen Maximalwert, wenn das ankommende Elektron voll- 
ständig abgebremst wird. Es ist dann 


hy, =~ =eV, 


wobei wir die Frequenz an der kurzwelligen Grenze mit v, bezeichnet 
haben. Wir messen die Frequenz des Lichtquants, die einem be- 
liebigen Energieverlust des Elektrons entspricht, vielfach in Ein- 
heiten von v. Man erhält ersichtlich 


Einem gegebenen Verhältnis k,/k, entspricht also eine bestimmte 
Stelle des Spektrums. Wir fragen nach der Intensität und Polari- 
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sation an dieser Stelle und haben dann das Matrixelement des 
Übergangs des Elektrons von einem Zustand (1) in den Zustand (2) 


Als 
zu berechnen. Man erhält!) in Vektorform geschrieben 


(6) M= allen, — jin 
2 

worin 


Dabei ist F die allgemeine hypergeometrische Funktion deren 
Reihenentwicklung im re lautet 


a(ja+1)b(b+1) 2? 


mit den Argumenten | 


a=—n, b=—n,, t=1, 


« ist der Winkel zwischen Einfalls- und Austrittsrichtung des 
Elektrons. 

Aus diesem allgemein im ganzen Spektrum gültigen Ausdruck läßt 
sich das Matrixelement an der kurzwelligen Grenze als Spezialfall 
entnehmen. Dort gilt 


(8) v,,k, —> 0 |n, |-> oo z—>0 zn,| endlich. 


Es handelt sich also um den Übergang von der gewönlichen hyper- 
geometrischen Funktion zur entarteten (mit 3 statt 4 Argumenten). 
Es ist nämlich tea” os 


> 
F (a,c, 2) = lim F (a,b, c, 3); 


00 
wobei die Reihendarstellung von F im Nullpunkt lautet: 


x a(a+1) a? 
] 


F(a,¢,2) = art 


1) Wir haben das Matrixelement unter Einführung von Polarkoordinaten 
als Integrationsveränderliche neu berechnet. Gegenüber den parabolischen 
Koordinaten, wie sie in A verwendet wurden, wird dadurch eine erhebliche 
Vereinfachung erzielt. Bei der Auflösung der obigen Vektorschreibweise in 
die einzelnen Komponenten erhält man die in B7a, Sa wiedergegebene Form. 
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Ein spezieller Fall der entarteten hypergeometrischen Funktion ist 
die Laguerresche. Es ist 


F(—n,1,u) = L, (u), 


7 wie man durch Vergleich der Reihen sieht. 
ia In unserem Falle: 


(9) F(- N,» Ng; 1, Ln, (u) 


wobei 


in? 
u= 4n, sın 3 


Ferner erhalten wir beim Grenzübergang unter Beachtung der Be- 
ziehung n,k, =n,k, 


-4n, sin? k, \nz — ns 
(1 —> e a; (1 + Zz) (1- 2) em. 
dF dL 


vor 


Das Matrixelement lautet demnach an der kurzwelligen Grenze 

„_ un +2n,cosa fb) 
(10) M, = — — 2) 
Diese Formel entspricht A Gl. (83)}). 

Nach der Theorie des Hertzschen Dipols, an dessen Stelle 
wellenmechanisch das Matrixelement tritt, ist bei genügender Ent- 
fernung des Aufpunkts die elektrische Feldstärke proportional der 
Projektion des Dipolmoments auf die gegebene Richtung. Ist die 


Beobachtungsrichtung durch die Polarwinkel ©, ® gegeben, so er- 
halten wir 


(11) Mo = — M,sinO + M,cosO cos + M, cos Osin ®, 
Mo = — M, sin + M,cos @. 


Wellenmechanisch sind und |Mg|? die Wahrscheinlichkeiten 
dafür, daß ein Lichtquant in der Richtung n wegfliegt und in der 
Richtung wachsender © bzw. ® polarisiert ist. Unser Elementar- 
prozeß besteht nun in folgendem: Ein mit der Geschwindigkeit », 
ankommendes Elektron wird durch das Kernfeld auf die Geschwindig- 
keit v, abgebremst und fliegt unter dem Winkel a, $ weg. Gleich- 
zeitig verläßt ein Lichtquant mit der Frequenz », die durch (4) ge- 
geben wird, das Kernfeld. Die Wahrscheinlichkeit für diesen 


1) Da die Eigenfunktion (2) nicht ganz mit der in A verwendeten identisch 
ist, hat man eine geringfügige Substitution durchzuführen. w die Anmer- 
kung in B 8. 591. 
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GesamtprozeB ist nun durch |Ms|? bzw. |Mte|? gegeben, je nach der 
Polarisation, für die man sich interessiert'). Zur Prüfung unserer 
Formel hätte man also gleichzeitig Elektronen und Lichtquanten zu 
messen. Bei der Röntgenstrahlung werden aber nur die Licht- 
quanten beobachtet, wobei man sich für die Verteilung der Elek- 
tronen nicht interessiert. Wir haben also bei festgehaltenen 
Winkeln ©, ® über alle Austrittsrichtungen der Elektronen zu 
integrieren. Wir können die Austrittswinkel «, # auch als Quanten- 
zahlen ansehen, über die zu summieren ist. Dabei ist wesentlich, 
daß die Normierungsfaktoren, die zu unseren Wellenfunktionen noch 
hinzutreten, von «, 8 unabhängig sind. Das bedeutet, daß wir alle 
Austrittsrichtungen des Elektrons mit gleichem statistischem Gewicht 
zu nehmen haben. 
Es sind demnach Ausdrücke von der Form zu bilden: 


Während sich das Matrixelement des Elementarprozesses exakt 
ausrechnen ließ, stößt die Berechnung von (12) auf erhebliche mathe- 
matische Schwierigkeiten. Es wurden deshalb in A nur Grenzfälle 
untersucht. Der eine ist die kurzwellige Grenze des Spektrums 
v,,k, > 0 (A § 9). Es gilt dort die Formel (10). Da die Reihe (3) 
für L in der ganzen Ebene konvergiert, so kann das Integrations- 
problem durch gliedweise Integration elementar gelöst werden. 

Im übrigen Teile des Spektrums wurde nun |n,|<1 voraus- 
gesetzt. Zu einer allgemeinen Begründung der Entwicklung nach 
dem Parameter n, ist die Reihe (7) für die hypergeometrische 
Funktion, die nur für |x| < 1 konvergiert, nicht geeignet. Man 
hat vielmehr eine solche Form zu benützen, die in dem ganzen Be- 
reich, in dem die hypergeometrische Funktion gebraucht wird, 
konvergiert. Bei der Integration nach @ von 0 bis x schwankt die 
Veränderliche x 


(13) zwischen 0 und 2, =— 


ist eine Funktion des Verhältnisses k,/k, und damit nach (5) der 


Stelle im Spektrum. Schon für _— < = wird |z,|>1, also in 


To 


1) Eine scharfe Herausarbeitung dieses Tatbestands wurde von O. Scher- 
zer, 4.2.0. gegeben. Es tritt noch ein Faktor hinzu, der von v, und », 
nicht aber von den Richtungswinkeln abhängt. 
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großer Nähe der kurzwelligen Grenze. An der langwelligen Grenze 
geht xz, gegen —oo. Wir benützen deshalb die Transformation }) 
1 
und erhalten eine Reihe, die für -—o <r< 2 konvergiert. Sie gilt 


(4). 


auch für die kurzwellige Grenze |n,| -> oo, da gleichzeitig 2 — 0 
geht, so daß |n,| x endlich bleibt [vgl. (8). Die Entwicklung nach n, 
ergibt F=1-+n,(---)+ --- Unter der Voraussetzung |n, | <1 ist 
also die hypergeometrische Funktion einfach durch 1 zu ersetzen. 

Diese radikale Verkürzung hat ihr Analogon in der bekannten 
Methode der Bornschen Näherung. Dort rechnet man nicht mit 
strengen Eigenfunktionen, sondern mit ebenen Wellen, die durch das 
Potentialfeld gestört sind. Die Eigenfunktionen konvergieren nur 
dann gut, wenn @eZ<ß,,. Es muß also neben |n,|<1 noch 
n, <1 gefordert werden. Das hat zur Folge, daß die Bornsche 
Näherung an der kurzwelligen Grenze im Gegensatz zur Sommer- 
feldschen versagt, doch besteht der Vorteil darin, daß die Rech- 
nungen viel einfacher werden und daß sie auf abgeschirmte Coulomb- 
felder übertragbar sind. 

Da beim Vergleich mit dem Experiment, insbesondere den 
Kulenkampffschen Messungen die Voraussetzung |n,|< 1 nicht 
mehr gut erfüllt ist (mit der Röhrenspannung V = 30 kV und Z=13 
erhält man |n,| = 0,29), ist es angebracht, die erste grobe Näherung 
durch eine zweite zu verfeinern. Die Fortsetzung der Entwicklung 
nach n, führt jedoch auf Integrale, die nicht allgemein ausgeführt 
werden können. Wir werden deshalb nach einer ganz andern Größe, 
nämlich nach 1/z, entwickeln und werden dann von der Größe von n, 
überhaupt unabhängig. 

Damit verschwindet eine schon in der Einleitung erwähnte 
Schwierigkeit, die in der Angabe des Gültigkeitsgebietes der Theorie 
bestand. Wenn man mit dem Matrixelement rechnet, vernachlässigt 
man die Retardierung und muß #, < 1 voraussetzen. Andrerseits 

aZ 


forderte die seitherige Näherung |n, | = 1. Es sind also auch 


1 
sehr kleine Werte von #, auszuschließen. Die Geschwindigkeit der 
Kathodenstrahlen mußte in einem Zwischengebiet liegen, wenn die 


1) Wir weichen hier von A $11 ab. Die dortigen Überlegungen gehen 
von der Reihe (7) aus, gelten also für |x| < 1 und damit für die Umgebung 
der kurzwelligen Grenze, wie auch für diese selbst. Die Zusatzforderung |n,|<1 
ist unnötig und damit wird klargestellt, warum die unter dieser Voraussetzung 
abgeleiteten Formeln auch für die kurzwellige Grenze gelten (vgl. A S. 299). 
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Theorie anwendbar sein sollte. Durch unser Entwicklungsverfahren 
ist sie nun nur noch nach großen Geschwindigkeiten hin beschränkt. 


q § 2. Die Gesamtstrahlung nach allen Richtungen 
In B wurde gezeigt, daß sich die Integration über das voll- 
ständige Absolutquadrat des Matrixelements mit Hilfe der Differential- 
gleichung der hypergeometrischen Funktion exakt ausführen läßt. 
Das Integral?) 


M? = = 


ist die gesamte durchschnittliche Ausstrahlung eines Elektrons in 


ein bestimmtes Energieintervall. Es ergab sich a 
(15) M x, dat, IF] . + 
Hierin bedeutet nun VOR 
(15b) 


also eine Reihe nach 2,. 

In dem allgemeinen Ausdruck ist natiirlich auch die friihere 
Näherung im Sinne der Entwicklung nach n, enthalten. Da wir sie 
zum Vergleich mit dem strengen Ergebnis brauchen, sei sie hier 
abgeleitet. Es ist 
n,n, F(1 —n,,1—n,, 2, 
n,n, 1+4n,,2 )- 


X- 1 


F’(—n,, —n,, 1, 2) 


nach (14) 


Da n, als Faktor auftritt, hat man bei der Auswertung der hyper- 
geometrischen Funktion mit Hilfe der Reihe (7) nur die Glieder 
nullter Ordnung in n, mitzunehmen und erhält 
F’=-— N, N, zo) 
nach S. 184 ist F durch 1 zu ersetzen, es wird dann ersichtlich 
lg (1 - 2,) 

ro 


d a 


Bezeichnen wir die Sommerfeldsche Näherung mit dem Index s, 


so ist also 
N 16n |? 
(16) M?= |m, Ig — x). 


=(; +k, 


enützt man noch 1— x, i, 


Formel, die man aus A(98) und (98a) durch entsprechende Addition 


.) ‚ so kommt man zu einer 


1) Im Sinne von (11) entsteht |M|*? durch Integration von |M,|? + | My? 


über alle © und ®. 
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erhält. (16) läßt sich nun bis zur kurzwelligen Grenze hin an- 
wenden. Es wird für |n,| —> oo [vgl. (13)] 


n, k 4k, k, 
Ig(1 — 2) > —n, =- 


Wir können die Güte dieser Näherung unschwer kontrollieren, in 
dem wir auf (15) zurückgreifen. Der Grenzübergang bedeutet in (15b) 


F— L,, (4n,) = Ly, (u); 


für L,, kann man die in der ganzen Ebene konvergente Reihe (3) 
verwenden; man kommt mit den 3 ersten Gliedern aus, sofern |n,| 
— klein ist und erhält 


2, | 


F?>u, = 8|m,|2(1-+ ‘). 


Die verbesserte Formel fiir die kurzwellige Grenze lautet also 9 
Das erste Korrekturglied ist schon in A(85a) enthalten. 
Wir wollen nun aber (15) allgemein auswerten. Nach $1 ist 
im größten Teil des Spektrums |z,|>1. Wir haben demnach die 
asymptotische Darstellung der hypergeometrischen Funktion zu be- 
nutzen. Wir entnehmen sie der Barnesschen Integraldarstellung, 


die uns auch im nächsten Paragraphen von Nutzen sein wird. Sie 
lautet!) 


T‘(a) T (b) 
I 


+ ico 
1 f (a+s) T(b+s) 
2ni + 8) 


—ioo 


(18) F(a, b,c, x) = —z)ds. 


Der Integrationsweg geht hierbei zwischen den Polen von 
I'(a + s) und 7(6 +s) zur Linken und den Polen von 7'(— s) zur 
Rechten hindurch. Außerdem ist |arg(— z)|< a zu nehmen. Wie 
man leicht sieht, ist dieses Integral der hypergeometrischen Reihe 
nachgebildet. Man braucht nämlich nur den Integrationsweg über 
die Pole von 7’(— 8) zu schieben und die Residuen zu bilden. Im 
Unendlichen der rechten Halbebene verschwindet das Integral, sofern 
\z\< 1 ist. Für |z|>1 verschwindet das Integral im negativ Unend- 
lichen. Wir haben deshalb den Integrationsweg über die Pole von J (a+8) 
und /'\b + 8) zu ziehen. Jede Polreihe führt zu einer hypergeome- 
trischen Funktion nach 1/z. Wir erhalten 


1) Vgl. Whittaker- Watson, A Course of Modern Analysis, Cambridge 
1927, 8. 286. 
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mitnehmen. Es ist dann 


a) 


worin 


(a, b, c, x) 


I(a) I (b) 
| To F 


r 
(19) = — 2)-*F(a, + a,1 —b +a, 2-1) 
| 


in unserem Falle ist 
I (n, — ng) 
I(-n)T(ıl+n) 


F(—n,, —n,, 1, 2) = (— 2)" Fy, 


(— x," F,, 


F3,=F(-n,-n, 1%, —,,(%)-1) =1 


F,, entsteht aus F,, durch Vertauschung der Indizes. jr 


Nun lautet der absolute Betrag 
\F|? = | T’(n, — n, | Fai } 


| Fm) Try) In, |? jn, |? 


Das Quadrat über die 7'-Funktion im zweiten Gliede können wir 
schreiben 


Bei der Bildung der quadratischen Ausdrücke wollen wir nur bis 


zur Ordnung 1/z 
2 — =" 


F. ni +n? 1 + 


Bei der Differentiation wollen wir quadratische Glieder in 1/x, 


f = 1 9 = 
dx, 


ay (1 — (n, — n,)*) 


mit der Abkürzung 


Tın, — 


(21b) p= — lg(— z,)|n, — n,| — 2 arg 
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Setzen wir nun n,—n,?<1 voraus, was abgesehen vom Fall 
n,|2 1 im größten Teil des Spektrums gilt, so vereinfacht sich das 
erste Glied und man erhält 


2 = . N)cosp+2n,n 
In, "al sin gy + cos Ny \. 


N, Ny Ly Ny Ng 


Da x, selbst aus n, und n, gebildet ist, so ist es angebracht, nach- 
träglich seinen Wert (13) einzusetzen. Außerdem kann man den zweiten 


Term vereinfachen, wenn man die Beziehung cosg = 200? — 


benutzt und ein Glied (n, — n,)° vernachlässigt. Dann wird 


x |mın 2 Ng Ny 


Durch der Rekursionsformel der 7-Funktion 


sowie der Relation (1 — 2)7(e) = —-"—— läßt sich |G| auf elemen- 
tare Funktionen zurückführen: ae 
|x Sinn, —n|r 
n—-nn 2 
Das Matrixelement lautet dann 
16/4]? Sinn, |n Sinn, 
914] 1 2| _ 29 
(24) M? = Sin{n, —n,|n (sing — (= n cos 3} 


Zur allgemeinen Auswertung braucht man das Argument der 
T-Funktion in Punkten auf der imaginären Achse!, In einem 
Grenzfall aber läßt sich die neue Formel mit der früheren direkt 
vergleichen. Wir setzen hierzu |n, —n,|<1 voraus. Dann geht 
pg >n— in —n,lg(—x,). Es gilt dies für kleine |n, in einem großen 
Spektralgebiet, aber auch für beliebige |n, | in genügender Nähe der 
langwelligen Grenze des Spektrums. Somit ist asymptotisch [vgl. (16)]. 
(25) Mia M. 
In, | 7 

An der langwelligen Grenze wird also das integrierte Matrixelement 
und damit die Intensität um einen stark mit n, wachsenden Faktor 
vergrößert. 


1) Bei Harold T. Davis, Tables of higher mathematical functions, I, 
Bloomington 1933, §. 272, ist der Realteil und Imaginärteil der reziproken 
T-Funktion tabuliert. Ich verdanke diesen Hinweis Herrn Prof. Emde. 
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mM. unterscheidet sich von dem entsprechenden Ausdruck, den 
man nach Sauter mit der Bornschen Näherung bekommt und den 
wir mit M}, bezeichnen wollen, ebenfalls um einen Faktor. Es ist!) 


N 2 _ ı)(ı „2 
(26) M,= M, 
Die Bornsche Näherung liefert somit an der langwelligen Grenze 
dasselbe Resultat, wie unsere strenge Rechnung. Sie ist dort 
allgemein richtig, auch wenn die Bedingung |n, ,{<1 nicht mehr 
erfüllt ist. Im übrigen Spektrum liefert sie aber zu kleine Werte 
der Intensität?. Wir gehen von dem integrierten Matrixelement 
zu der absoluten Intensität über und haben dann die Normierungs- 
faktoren der Wellenfunktionen hinzuzufügen. Sie lauten bis auf 
universelle Faktoren (vgl. A $9 und $ 11) 


Ge e~ 24 im!) (1 — 


AuBerdem ist 7 
2 2 2 
| (k,? — k,*)* 
Durch zweimalige zeitliche Differentiation hebt sich das Glied im 
Nenner weg, wenn wir (4) beachten. Dann ist ee 
Indem wir (23b) statt (23a) benutzen, erhalten wir von der Seite > 
der langen Wellen her für die Intensität: Alk 
N, Ny 2 Ns ny 
wobei wir universelle Größen zu C zusammengefaßt haben. An 
der kurzwelligen Grenze gilt nach (17) a. 
14 
(29) J,= ‚(+ im + + 
eriml_ Q 


während die Sommerfeldsche Näherung den im ganzen Spektrum ' 
gültigen Ausdruck 


C2n|n,|?|n, n,| 
30 
( ) ad (e* ny 8 \ 0) 


1) Vgl. a. a. O. S. 492. nev 
2) Wir kommen also zum gleichen Ergebnis wie Sauter a. a. O. S. 495, : 


jedoch mit anderer Begriindung. Die Sommerfeldsche Rechnung ist nicht 
streng und Sauters Faktor (14) [bei uns (26)] ist nicht allgemein kleiner als 1. 
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ergibt‘. An der kurzwelligen Grenze er 
unserer Rechnung um den Faktor 1 |? + 4|n,|*. Die Ent- 
wicklung des Faktors an der Nangwelligen Grenze 

1+ + | 
Da n?= 10 ist, so pi beide fast gleich. Es liegt die Vermutung 
nahe, daß der Faktor im ganzen Spektrum im wesentlichen derselbe 


0 Fi 4 7% 


Abb. 1. Die Gesamtstrahlung J Abb. 2. Entsprechend fiir |n,| = 0,6. 
für |n,| = 0,29. Die Ordinateneinheit ist 5mal kleiner 
Der Faktor (31) ist 1,3. als in Abb.1. Der Faktor (31) ist 
hier 2,9. 
Die Rechnung von der langwelligen Grenze her läßt sich ungezwungen auf 
a j den Kurvenpunkt der kurzwelligen Grenze extrapolieren. 
7 J, ist die Sommerfeldsche, J, die Bornsche Näherung | 


ist. Die in Abb. 1 und 2 für 2 verschiedene Werte von n, gezeich- 
neten Kurven bestätigen dies. Die Gesamtstrahlung ergibt sich aus 
der Sommerfeldschen Rechnung in guter Näherung zu 
(31) Sai 


In, 


Auch die über das ganze Spektrum integrierten Gesamtintensitäten, 

d.h. f J dv, also der mittlere Energieverlust eines durch Ausstrahlung 

gebremsten Elektrons ist um diesen Faktor zu vergrößern. 


1) Setzen wir in dieser Formel |n,,,|<1 voraus und verwenden dem- 
entsprechend von der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion nur 
die beiden ersten Glieder, so erhalten wir an der langwelligen Grenze wie 
nach der Methode der Bornschen für beliebige dns richtige 
Resultat, wie der Vergleich mit (28) lehrt. : 7 ; 
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$3. Intensität der einzelnen Komponenten 
und Polarisation der Strahlung 
Wir wenden uns nun der Integration des Quadrats einer ein- 
zelnen Komponente des Matrixelements zu. Es genügt nämlich 


zu berechnen. Bei der Integration über von |Mo|? und |M,|? 
sin 


verschwinden die gemischten Glieder infolge des Faktors _, r 


M, undM,. Außerdem ist 

(32) M, = M’, 

da bei der Integration von 0 bis 2a sowohl sin? wie cos?# den 
Wert a ergeben. Gelingt die Berechnung von M? , so kennen wir auch 


von 


(33) M? = M?—2M?. 
Wir wiederholen zunächst die Rechnungen in der Sommerfeldschen 
Näherung F = 1. Dann ist nach (6) 


M,= — Asinasinßn (I 4 


— 
und mit der Transformation = x, sin? wird 


sinte = — 2°), sinada = dz - 


Das Ergebnis der elementaren Integration ist 
2 4n|A? 

M = {\n,2+ n,*|Ig(1 — 2,) — 4|n, n, \. 

Dabei haben wir von dem Wert von z, nach (13) Gebrauch gemacht. 

Beniitzen wir noch die obige Beziehung und den Wert (16) von M?, 


so ergibt sich aro 
2 _ 8njA® n 
(35) M,.= n,?—n,? Ig (1 Lo) 4 N, % L 


was mit A (98) und (98a) identisch ist. 

Wir kommen nun zu einer strengeren Berechnung. Eine exakte 
Integration mit Hilfe der Differentialgleichung von F läßt sich leider 
nicht ausführen. Offenbar ist eine einzelne Strahlungskomponente 
nicht mehr durch hypergeometrische Funktionen darstellbar. Trotz- 
dem können wir eine Entwicklung nach z, durchführen, von der 
prinzipiell beliebig hohe Glieder berechnet werden können. Es 
erweist sich als zweckmäßig, hierzu zunächst M, umzuformen. Mit 
Hilfe der Übergangsrelation 


F (a, b, c, 2) = (1 — —a,c —b, 2) 
kann man schreiben 
M, = Asinesin + n,)F —(1 — nF}, 

wobei jetzt 
F =F(1+n,,14%,, 1,2). 
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Diese Form’) hat den Vorteil, daß die Variable x nicht mehr im 
Nenner auftritt, was im folgenden stören würde. Mit Hilfe der 
Gaussschen Relationen zwischen „benachbarten“ Funktionen beweist 
man leicht, daß die Beziehung besteht: 


— 2) F(a+ 1,b + 1,c+ 1)=0. 
Man erhilt demnach 
(86) M, = Asinasin# P 


» 

(36 a) P=-n(+n)Fil+n,2+n, 
Daraufhin wird 
(37) 


Hierin ist 


mit 


M = 


2,” 


(37 a) E = {PP (22, —-ıd)de, 
0 

das zu berechnende Integral. 

Wir werden nun fiir F die Barnessche Integraldarstellung ver- 

wenden und E durch Vertauschung der Integrationsfolge berechnen. 

Es ist nach (18) 


+ ico 
—ico 
Der Integrationsweg läuft zwischen den Polen s = —k—n,, —k—n, 
zur Linken und s=k(k = 1,2,...) zur Rechten durch. ER 


| 
.. 


Abb. 3. 8-Ebene.’ Eingezeichnete Abb. 4. t-Ebene. Die Pole sind 
Pole: s=—n,—1, —n, — 2, zu denen der s-Ebene konjugiert 
—n,-2 und s=0,1,2 komplex 


Durch Übergang zum konjugiert Komplexen erhält man 
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Der Integrationsweg ist in der t-Ebene zunächst der gleiche wie 
in der s-Ebene. Um eines späteren Vorteils willen buchten wir 
den t-Weg aber etwas aus, so daß er den mit x bezeichneten 
Punkt t=n,—1 zur Rechten läßt. Wir vertauschen die Inte- 
grationsfolge und führen zuerst das Integral nach x aus. Damit es 
konvergiert, müssen wir den s-Weg der imaginären Achse soweit 
anschmiegen, daß stets R(s + ¢+ 2)>0 ist. Es ist dann 


Zo 
X= f(- (s+t+2)(+¢+3) 
Es bleibt das Doppelintegral 
+ n,)|?E 
+i0o +ioo 
(38) 


mit den Abkürzungen: 


Git) = 


a T@+d 
Til+n, +s) 4+, + 8) 
A F (s) = - >, 
Dieser Ausdruck gilt noch allgemein, unabhängig von der Größe 
von %,. Wir interessieren uns wieder hauptsächlich für den 
Fall j|z,|>1. Wir müssen dann den s- sowie den t-Weg nach 
links über die Pole schieben, da die beiden Integrale im Un- 
endlichen der linken Halbebene verschwinden. 
Die einzelnen Residuen haben wir nun nach fallenden Potenzen 
von x, zu ordnen. Es wird sich ergeben, daß es nötig ist, das 
erste und zweite Glied dieser Entwicklung zu berücksichtigen. Wir 
führen zuerst die s-Integration aus. In dem Integral 


+i 
9 (—a,)*t* +3 ds 
(39) S = 
T(2 + 8) (8 +¢+ 2) (8 +¢ +4 3) 
ico 


haben wir erstens die Residuen über die festen, d.h. von ¢ un- 
abhängigen Pole 


s=-1-n, ,=-2—-.n, 85 =—2—n, 
zu berechnen: 
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s_ 

Ti — n,) (l-n+ (2—n,+%)’ 

2 I (-n,) 

ng) (— ngt+ t) (1 — n+ 


i S, erniedrigt sich die Ordnung von x, gegenüber (39) um 1, 
i S, und S, um 2. Auf die weiter links liegenden Pole wollen 
wir verzichten, da sich die Ordnung bei 


Ns iR der nachfolgenden t-Integration auch um 
0 mindestens 1 erniedrigt. Wir haben sie 
fete a in Zusatz 1 durchgeführt und die ein- 


zelnen Glieder T,, T, und T, zu 3, 


bi zusammengefaBt. 
SAIS Außerdem liegen aber auch noch 


Abb. 5. s-Ebene nach die beweglichen Pole 
Ausführung der «-Integration. 
Links des s-Weges liegen die Er 
Pole s=—1—n,, -?2-n, 
und s=-t-2, s=—t—3 
-t-3 


links des s-Weges. Die Residuen sind 


(39 e) S,= 


Da hier die Variable t nicht im Exponenten unserer Entwicklungs- 
gréBe xz, vorkommt, ändert sich deren Ordnung bei der nach- 
folgenden t-Integration nicht. Unsere Näherung erfordert die strenge 


+ioo 
| 


(40a) T,=(—%) f + 
4 
® a 
> e e ° 


= 
Abb. 6. Polbilder von 7, und 7,. Die nach rechts gehenden Polreihen sind 
fett gezeichnet. © bedeutet einen Doppelpol 
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+ ico 
(40 b) +) 
dt. 


A und T, sind in Zusatz 2 berechnet und zu XY. 


, zusammengefaßt. 
Das gesamte Integral E ergibt sich als i. 2 = 


(41) 


und lautet in zweiter Näherung, sofern |n, — n, |? gegenüber 1 ver- 
nachlässigt werden kann: 


(42) (N, —N,)? (lg’(— Ly) — 2) — 2n, (n, —n,) lg’ (-- 2,) 
| +n,?— 4n,n, + n,? + 2n,[(n, — 2n,) cos + sin ¢)} . 


y ist durch (21b) gegeben und lg’(— z,) bedeutet einen durch den 
Einfluß der w-Funktionen korrigierten Logarithmus 


(42a) lg’ (— 2) = lg(— 2,) — 2R w(n,) + 2R win, —n,). 


Die -Funktion !) ist die logarithmische Ableitung der 7-Funktion: 


| w(2) = Toe 


Wie man sieht, gibt das erste Glied unserer Entwicklung nach 1/2, 
eine ungeniigende Näherung, da es den Faktor (n, — n,)? enthält, den 
wir als klein vorausgesetzt haben. Er bewirkt, daß das erste und 
zweite Glied vor derselben Größenordnung sind. Es war also not- 
wendig, das Glied zweiter Ordnung zu berechnen, da ein besonders 
ungünstiger Fall vorliegt. Dieser wird sich aber bei der dritten 
Näherung nicht wiederholen, da eine Potenz von (n, —n,) durch 
die J-Funktionen nur im Zähler, nicht aber im Nenner auftreten 


1) Der Realteil der w-Funktion rein imaginären Arguments ist nicht 
tabuliert, kann aber ohne Schwierigkeit aus einer Reihendarstellung berechnet 
werden. Man braucht nur die bekannte Weierstrasssche Produktdefinition 


der J-Funktion 
1 z -- 
n 
+1) LL (+ 


n=1 


logarithmisch zu differenzieren. Man erhält dann für z = ia (a reell) 


4 
y ist die Eulersche Konstante. 
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1 
kann. w-Funktionen, durch die ein Term von der Ordnung „—_.— 
~ 


entstehen kénnte'), kommen vom Glied zweiter Ordnung ab nicht 

mehr vor. Wir dürfen also erwarten, daß der obige Ausdruck eine 

. gute Näherung darstellt, sofern die Bedingung |z,|> 1 erfüllt ist. 
Wir setzen nun den Wert von z, ein: 


{— 2, (nm, + n,)lg’(— 2%) + n,?+ 4n, n, + n,? 
— 2n,(2n, — n,) cos + 2|n,| sing + 2n, (n, — n,)}. 


 G hat dieselbe Bedeutung wie in § 2 (20). Wir verwenden wieder 


die trigonometrische Beziehung cp = 2cos* 5 — 1 und vernach- 
lassigen ein Glied (n, — n,)?. Dann wird a 
M?= 44° n,| Sin|n,| a Sin {} 
z n,* Sin |n, —n,|n 


(43) | { = n, (n, + n,) lg’ (— — 4n, n, + 2n, (2n, —n,) cos? 
— |n,| sin p. 
Wir vergleichen die neue Rechnung mit der früheren Näherung, die wir 
auf S. 191 wiederholt haben. Unter der Voraussetzung |n, —n,|<1, 
also für alle Werte von n, an der langwelligen. Grenze und für 


kleine |n,| außerdem in einem großen Spektralgebiet bis in die 
Nähe der kurzwelligen Grenze haben wir 


| 
wobei 7 die Eulersche Konstante ist. Es wird 


| M?= =)’ 
x 


> |n,| 


(44) 
| n,?+n,*| (lg(1- 2)—27—2Rv(n,))— 4n,n,|\- 
Setzen wir weiter kleine |n, | voraus, so geht Rw(n,)—»— y. Dann 
hat man ersichtlich durch Vergleich mit (34) 


Da der Einfluß dieses Faktors mit en; |n,| viel stärker ist 
als der der w-Funktion, so gilt diese Gleichung. in erster Näherung 
für alle n,. 

An der langwelligen Grenze und um so weiter nach der Seite 
der kurzen Wellen hin, je kleiner |n, ist, unterscheidet sich also 
die z-Komponente der Strahlung in der alten und neuen Rechnung ' 


1) Vgl. die Rekursionsformel der w-Funktion Gl. 
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um denselben Faktor, wie die Gesamtstrahlung [vgl. (25). Das gilt a 
ebenso für die absolute Intensität; fügt man die Normierungs- 


faktoren (59) hinzu, so lautet sie Be athe! 


(46) | . In, (n, +n,) (lg(— 2%) + 2K w(n, —n,)— 2K w(n,)) 


= 


| —4n,n, + 2n, (2n, — n,) cos? 4 — |n,| sin . 


C ist dieselbe Konstante wie bei der Gesamtstrahlung. Vermöge 
der Beziehung (33) können wir auch J, und die Intensität unter 
der Beobachtungsrichtung © = 90° J + J, berechnen. Alle diese 
Größen unterscheiden sich gegenüber der alten Rechnung im 
wesentlichen um denselben Faktor (31). 

Hingegen tritt die Änderung deutlicher in Erscheinung, wenn 
man den Quotienten 

J, M,* 


bildet, da sich dabei gemeinsame Faktoren herausheben. J ist die 
Depolarisation der Röntgenstrahlen bei Beobachtung unter 9 = 90°. 
Die frühere Formel lautet nach Gl. (34) und (35) 


1 
4 | ny Ng ( 


[vgl. A (99). Man geht meist zu der Polarisation über, die durch 


> 1-D 4 
definiert ist. Sie hängt in der früheren Näherung nicht von n, a 
selbst, sondern nur von n,/n, oder »/v, ab. Unsere Formeln j 
zeigen, wie weit dies richtig ist. P steigt an der langwelligen E 
Grenze um so steiler an, je größer |n,| ist. Dort lautet unsere 
Formel für D nämlich: 
1 lg(- —2—2Ryi(n,) — 2 
Die Depolarisation wird durch den Einfluß der w-Funktion ver- ee 


die Sommerfeldsche Kurve und strebt dem bekannten Wert an 
der kurzwelligen Grenze zu!) Für diesen Spezialfall konnte ja 


kleinert, die Polarisation also vergrößert. P schneidet aber dann £ 


1) Die Rechnung wurde bis zu v = 3% durchgeführt. In dieser Nähe 
der kurzwelligen Grenze sind die Vereinfachungen beim Übergang von (21a) 


zu (22) und (54b) zu (ö4c) nicht mehr berechtigt. Die zweite Näherung mußte 


deshalb an dieser Stelle streng gerechnet werden. IDEE RN: 
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schon früher eine höhere Näherung berechnet werden. Nach A 
(Abb. 4) sinkt die Polarisation dort mit wachsendem |n 
3 


|n,| bis zu 


einem Grenzwert von P= Den Grenzfall |n,|—> oo hat 


IR 


094 


aa 
- 
- 


Abb. 7. Die Polarisation Abb. 8. Die Polarisation 
für |n,| = 0,29. für |n,| = 0,6 ‚ 
und Meßpunkte von Kulenkampff. und Meßpunkte von Piston. 


Der Kurvenpunkt an der kurzwelligen Grenze ist A, Abb.4 entnommen. 
Die Sommerfeldsche Kurve ist als P, eingetragen 


Scherzer’) behandelt und gefunden, daß die Polarisation im 
ganzen Spektrum konstant ist und den obigen Wert annimmt. 
Ersichtlich bilden unsere Kurven in Abb. 7 und 8 den Über- 
gang dazu. 


§ 4. Vergleich mit dem Experiment 


Die experimentellen Daten entnehmen wir einem Artikel von 
Kulenkampff im Handbuch der Physik?), der über das ganze Problem 
des kontinuierlichen Réntgenspektrums, namentlich die praktischen 
Fragen unterrichtet. Wir haben zu folgenden Punkten Stellung zu 
nehmen: 

1. Die Energieverteilung im Spektrum bei Beobachtung unter 
© = 90° ergibt sich theoretisch nach (11) zu J,+dJ, Die weit- 
gehende Konstanz derselben bei festgehaltener Röhrenspannung 
wurde für kleine |n,| schon in A festgestellt. Nach S. 197 wird sie 
im wesentlichen um den Faktor (31) vergrößert. Da er spektral- 
unabhängig ist, gilt dieses Resultat allgemein. Messungen an 
Elementen stark verschiedener Kernladungszahl (Al: |n,| = 0,24, 
Au: |n,| = 0,75) bestätigen dies (Ziff. 22). Hingegen beeinflußt der 
Faktor die absolute Intensität, über die aber keine Messungen 


1) O. Scherzer, a.a. O. S. 144. > toa © 
2) Geiger-Scheel, Handb. d. Phys. 23/2. S. 142. 1933. un 


vorliegen. 
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2. Beobachtet man eine bestimmte Frequenz der Strahlung 
(Isochromaten) bei Variation der Spannung, so erhält man die Kurven 
in Abb. 9 für verschiedene Beobachtungsrichtungen (Ziff. 26). Durch 
die erhebliche Breite des ausgeblendeten Spektralgebiets (zwischen 
zwei K-Absorptionskanten von Elementen benachbarter Ordnungszahl) 
wird der unstetige Anstieg an der kurzwelligen Grenze verwaschen. 
Die theoretischen Kurven erhält man mit Hilfe von (11): 


Jo= N? = J, sin?@+ J, cos*O + J,, it 
Ar: 


'n,| ist genügend klein, so daß in guter Näherung J, wie J, und 
damit auch Jg um denselben Faktor (31) vergrößert wird, und zwar 
um so mehr, je kleiner die Röhren- 
spannung ist. Da keine absoluten 
Intensitäten gemessen werden kön- 
nen, sind die theoretischen und ex- 
perimentellen Kurven für 30 kV zur 
Deckung gebracht. Die Überein- 
stimmung ist nun bei 9= 90° weni- #- 
ger gut, da die theoretische Kurve a 
jetzt steiler verläuft. Nach Kulen- | 
kampff muß man jedoch die seit- er 
herige völlige Deckung der Kurven at 
als zufällig bezeichnen. Es ist aus 4p}, 9. Isochromaten in Ab- 
vrschiedenen Umständen zu schließen, hängigkeit von der Beobachtungs- 
daß die gemessene Kurve zu flach richtung. Die Ordinatennull- 
verläuft (Ziff. 27). Auf die jetzt gute punkte sind mit abnehmendem 
Übereinstimmung bei O = 30° und 
: ie Sommerfeldschen Kurven 
0 = 140° darf man deshalb keinen sind gestrichelt gezeichnet 
groBen Wert legen, weil bei diesen 
Beobachtungsrichtungen die Retardierung ins Gewicht fallen wird, 
die in der Sommerfeldschen Näherung Glieder von der Form 
3cos@ ergibt. Die Richtungsabhängigkeit der Strahlung in der 
Näherung des Matrixelements kommt ja nur dadurch zustande, 
daß die Beobachtungsrichtung zur Polarisationsrichtung senk- 
recht steht. 


3. Bei der Polarisation werden meist Isochromaten gemessen, 
bei denen sich also |n,| ändert. Die Meßpunkte werden aber in der 
Skala vv, dargestellt, wobei dann » die festgehaltene Beobachtungs- 
frequenz und v, die variable Grenzfrequenz ist. Die © in Abb. 7 
sind solche Isochromatenbeobachtungen von Kulenkampff an Al. 
Die Röhrenspannung war 27,5 kV (|n, | = 0,33) bis 33kV ı n, = 0,27). 
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Hingegen sind die + bei konstanter Röhrenspannung von 38 kV 
gemessen. Die Punkte der zwei verschiedenen MeBreihen brauchen 
also nicht streng auf einer Kurve zu liegen, da die Polarisation 
nach § 3 außer von »/y, noch von n, abhängt, jedoch variiert |n,| 
nur wenig, so daß wir die Kurve für |n,| = 0,29 als die theoretische 
ansehen können. Die Übereinstimmung ist an der kurzwelligen 
Grenze gut, während sie mit zunehmender Entfernung von ihr 
schlechter wird, so daß die theoretische Kurve außerhalb der von 
Kulenkampff abgeschätzten Fehlergrenzen liegt. Es ist fraglich, 
ob die Abweichung durch die Diffusion der Kathodenstrahlen inner- 
halb der Folie zu erklären ist. Natürlich ist gerade die Polarisation 
hierfür besonders empfindlich. In einer neueren Arbeit wurde nun 
von Böhm!) die Azimutalverteilung der Intensität bei verschiedener 
Schichtdicke der Antikathode untersucht. Man beobachtet be- 
kanntlich die Voreilung des Intensitätsmaximums, die sich theoretisch 
erst bei Berücksichtigung der Retardierung ergibt. Die Voreilungs- 
kurven werden um so schmäler, je kleiner die Schichtdicke ist, was 
auf eine merkliche Streuung in den dickeren Schichten schließen 
läßt. Ist diese nur elastisch, so bedeutet sie eine bloße Richtungs- 
änderung. Dann müßte aber die Polarisation auch an der kurz- 
welligen Grenze herabgesetzt werden, was nicht oder nur in geringem 
Maße der Fall ist. Offenbar erfolgt die elastische Streuung also 
nur in kleine Winkelbereiche oder ist sie intensitätsmäßig be- 
deutungslos. 

Piston?) hat die Polarisationsmessungen an Al nach der Iso- 
chromatenmethode wiederholt, aber für höhere Röhrenspannungen 


1 


und damit gréBere Geschwindigkeit (= 3 und eine kleinere 


Wellenlänge. Trotzdem sind die in der Skala der v/v, dargestellten 
Messungen in guter Übereinstimmung mit denen von Kulenkampff. 
Die Werte von |n,| sind 0,2—0,15. Der Verf. hat außerdem eine 
Korrektur der theoretischen Formel Sommerfelds infolge der 
Diffusion für seine Versuchsbedingungen berechnet. Er hat hierzu 
eine Beziehung von Bothe°) für die elastische Streuung zugrunde- 
gelegt, die den wahrscheinlichsten Ablenkungswinkel in Abhängigkeit 
von der Schichtdicke liefert. Das Ergebnis ist, daß die Polarisation 
dadurch nur wenig verkleinert wird und zwar nur in der Umgebung 
der kurzwelligen Grenze. Die unelastische Streuung ist dabei also 


1) K. Böhm, Ann. d. Phys. [5) 33. 8. 315. 1938. 
2) P.S. Piston, Phys. Rev. 49. H. 4. 8. 273. 1936. 
3) Geiger-Scheel, Handb. d. Phys. 24. 8. 18. 1927. 
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3) Bethe-Heitler, Proc. Roy. Soc. 146. S. 83. 1934. 
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Energieverluste bei Al der von Kulenkampff verwendeten Schicht- 
dicke bis zu 40°/, mit merklicher Häufigkeit vorkommen. Piston 
hat seine Messungen mit Ag(Z = 47, |n,| = 0,7—0,53) wiederholt. 
Wir haben seine Ergebnisse in Abb. 8 eingetragen, da die dortige 
Polarisationskurve für |n,| = 0,6 diesen Messungen etwa entspricht. 
Auffallenderweise liegt der Meßpunkt an der kurzwelligen Grenze 
oberhalb des theoretischen Wertes. Die Extrapolation auf v=», 
scheint vollständige Polarisation zu ergeben. 

Die mathematischen Vernachlässigungen, die den theoretischen 
Formeln noch anhaften und vielleicht eine Änderung bedeuten 
könnten, sind die folgenden: Die Retardierung bringt eine Korrektur 
von der Ordnung 9. In Sommerfeldscher und Bornscher Nähe- 
rung?) tritt aber $ stets in der Verbindung f cos © auf (vgl. A S.314), 
was bei Beobachtung unter 0 = 90° keinen Einfluß hat. Nachdem 
sich nun die Polarisationskurve für |n,| = 0,29 in Abb. 7 nur wenig 
von der Sommerfeldschen Näherung unterscheidet, ist zu erwarten, 
daß auch bei strenger Rechnung die Retardierung nur einen geringen 
Beitrag liefert. Ob die Relativitätskorrekturen, die erst mit 9? ein- 
setzen, eine wesentliche Änderung der Polarisationsformel geben, 
steht noch dahin. Die Experimente deuten nicht darauf, da die 
Kulenkampffschen und die Pistonschen Messungen trotz ver- 
schiedenem £ (!/, gegenüber etwa !/,) in guter Übereinstimmung sind. 

Außerdem haben wir zu beachten, daß das Röntgenproblem 
durch Ansatz eines reinen Coulombfeldes schematisiert ist. Die 
Abschirmung durch die Elektronenhülle des Atoms konnte bisher 
nur in Bornscher Näherung in Rechnung gestellt werden. Aus den 
Arbeiten von Sauter?) einerseits und Bethe-Heitler°) andrerseits 
kann aber die Polarisation nicht entnommen werden, da die einzelnen 
Strahlungskomponenten nicht getrennt berechnet wurden. Eine 
korrespondenzmäßige Betrachtung lehrt, daß die Wirkung der Ab- 
schirmung durch die Elektronenhülle nur dann klein ist, wenn die 
Hauptbremswirkung innerhalb der K- oder wenigstens L-Schale er- 
folgt. Deren Radius ist um so kleiner, je größer Z ist. Außerdem 
würde der durch die Elektronenhülle abgeschirmte Teil des Coulomb- 
feldes um so mehr zur Bremsstrahlung beitragen, je kleiner 9, ist. 
Der Einfluß der Abschirmung wächst also mit 7/8, oder mit |n, . 
Doch ist der Kulenkampffsche Wert noch nicht so groß, als daß 
zu erwarten wäre, daß sie schon eine wesentliche Rolle spielt. 


1) Für die Polarisation liefern beide Näherungen dieselbe Formel, da es 
bei ihr nur auf das Verhältnis von 2 Intensitätskomponenten ankommt. 
2) F. Sauter, Ann. d. Phys. [5] 20. S. 404. 1934. 
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85. Eine Anwendung auf die relativistische Theorie 


Es liegt nahe, den Korrekturfaktor der nichtrelativistischen 
Rechnung auf die relativistische zu übertragen. Sauter vermutet, 
daß die richtige Näherungsformel für die Intensität laute!) 


_ 1)(1 — 2 


Dabei ist Jg die nach der Bornschen Näherung gefundene Inten- 
sität. Man kommt dadurch aber nur zu einer Näherung, die der 
Sommerfeldschen nichtrelativistischen entspricht?). Es wird zwar 
an der kurzwelligen Grenze ein endlicher Wert erzielt, aber das 
Resultat an der langwelligen 
Grenze verschlechtert, denn dort 
ist die Bornsche Näherung, wie 
wir gesehen haben, richtig. Nach- 
dem wir im nichtrelativistischen 
die Beziehung (31) gefunden 
haben, so erhalten wir als Fak- 
tor für die Bornsche Näherung: 


-2a|m| 


l-e 
9 
(92) J n, 


Be 
Abb. 10. Relativistische Gesamtinten- 
sität. J ist die mit unserem Faktor (52a) Setzen wir n, | £ 1 voraus, dann 
korrigierte Kurve der Born schen Nähe- gilt einfach f 
rung Jp. Jxorr. erhält man mit dem 
Sauterschen Korrekturfaktor fir Pb (52a) J= Jp= 

ny > 


In Abb. 10 sind die verschiedenen Kurven fiir die Gesamtausstrahlung 
als Funktion der Stelle im Spektrum fiir E, = 3mc?(@ = 0,94) ge- 
zeichnet. Die Ausgangskurve der Bornschen Näherung ist aus 
Bethe-Heitler Abb. 2 entnommen. Sie gilt universell, wenn als 
Ordinate J/Z* aufgetragen ist. Legen wir nun Pb (Z = 82) zu- 


1) F. Sauter, Ann. d. Phys. [5] 20. S. 409. 1934. 

2) Wir haben eine Berechnung des Vektorpotentials des Elementar- 
prozesses in erster relativistischer Näherung durchgeführt und dabei eine 
Näherungslösung der Diracgleichung zugrunde gelegt, die sich an die nicht- 
relativistischen Eigenfunktionen anschließt und nach einem allgemeinen Ver- 
fahren von A. Sommerfeld u. A.-W. Maue, Ann. d. Phys. [5] 22. S. 628. 
1935, berechnet wurde. Ihre Gültigkeitsbedingung ist «Z7<1. Setzt man 
weiter « Z<, voraus, so kann man die auftretende hypergeometrische Funktion 
wie bei der Sommerfeldschen nichtrelativistischen Rechnung durch 1 ersetzen 
(vgl.$1). Man kommt dann tatsächlich zu einem Ausdruck, der sich von der 
entsprechenden Formel der Bornschen Näherung [Sauter Gl. (9) bzw. Bethe- 
Heitler Gl. (13)] um den Faktor (51) unterscheidet. 


a) 
r 
= 
1 > 


en 
ot, 
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grunde, so ist n,| = 0,64, so daß wir die vereinfachte Beziehung (52a) 
benützen können. Bei nichrelativistischer Rechnung war die Stelle 
des Spektrums eine reine Funktion von ?,/ß, 


und zwar verschiebt sich das Gebiet, in dem (,/8, groß wird, 
um so weiter nach » = », hin, je größer ß, selbst ist. Die Bornsche 
Näherung ist also in einem um so größeren Gebiet gut, je größer ß, ist. 
Für die obigen Daten liegen numerische Rechnungen von Jaeger’) 
vor, die wir als X eingetragen haben. Unsere korrigierte Kurve ist 
also offenbar außer in der nächsten Nachbarschaft der kurzwelligen 
Grenze gut. Hingegen liefert die Sautersche Korrektur viel zu 
kleine Werte der Intensität. 

Bothe und Klarmann?) haben Energieverluste von Elektronen 
einer mittleren Geschwindigkeit von 8 = 0,96 bei Ablenkungen an 
X- und Kr-Kernen gemessen. Vermutlich erfolgen diese durch 
Bremsstrahlung. Der Energieverlust größer als 20 °/, und größer 
als 50 °/, wurde mit der Bethe-Heitlerschen Theorie verglichen. 
Es ist dies der Flächeninhalt etwa der Kurve für E, = 3 mc? von 


v 


= 0,2 bzw. 0,5 bis zur Grenze. Die gemessenen Werte sind etwa 


Vy 

3—5mal größer als die berechneten. Die Verff. versuchten den 
Sauterschen Faktor anzuwenden, die Diskrepanz wurde dann aber 
noch größer. Unser Korrekturfaktor ergibt nun tatsächlich eine 
Abweichung in der gewünschten Richtung, aber nicht von der nötigen 
Größe. 


N Mathematische Ve 


re 


Zusatzl 


Den bei der s-Integration gewonnenen Ausdrücken 5,8, , & [G1.89a—o)] 
entsprechen bei der ¢-Integration die Integrale 7,, T,, 7,. Wir haben in ihnen 
den t-Weg so weit nach links zu schieben, als es notwendig ist, um in der 


1) Vgl. Nature 3533. 140. S. 108. 1937. 
2) W. Bothe u. H. Klarmann, Ztschr. f. Phys. 101. S. 489. 1936. 


ı | 
? D 
. .. . . € 
in der relativistischen wird sie nach der Energieformell = 
außerdem noch von selbst abhängig 
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Entwicklung nach 1/x, bis zu Gliedern zweiter Ordnung zu kommen. Das 


bedeutet, daß wir in 


+ioo 
(~ ay ~™** ag 
T2+b 
— ico 


die Pole ¢,,=7,- 1, tg = n, — 2 (Doppelpole!) und ¢,,=n",—2 zu berück- 


sichtigen haben: a 
—n,) (1 - 
Ta = (— Bp) Tı+n m) 


T(ı+n,) 


Die y-Funktion ist die logarithmische Ableitung der /-Funktion, speziell ist 


- y(l)=y die Eulersche Konstante, die sich übrigens herausheben wird. 
Entsprechend: 


Lin, 2) —) 


Ty, 


y(2—n,) — w(n,) +]g(—2,) +2}, 


I (n,) 
T.= P(-1-n, +n) F(2—n,) - (— 
In, (— 1— 2, + n)(— n, +n, 
300 AS 

l—-m+t > a &~ 


die Ordnung in x, bereits um 1 niedriger ist, als in 7,, so haben wir nur 
das Residuum über den Doppelpol ¢ = n, — 1 zu bilden: 

+ n,) 


Dasselbe gilt von 
+ioo 


Der einzige in Betracht kommende Pol ist ¢ = n,— 1, denn t=n,- 1 liegt 
infolge der Ausbuchtung des ¢-Weges auf der rechten Seite: 


T, = 
Ti+n,) (n, — (ny — Ny — 1) 


Indem wir die einzelnen 7-Integrale der ersten Gruppe zu >, zusammen- 
fassen, haben wir die Rekursionsformel der w-Funktion zu verwenden. Sie 
folgt aus der entsprechenden Formel für die J-Funktion Z’(1z+)=zI'«) 
durch logarithmische Differentiation: 


1 
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I 
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Damit erhält man 
Pin, — ny) - 
(Ig (- Lo) — + y(l +n, — —2Ryin,))(- (nm, — ny) + 
(54) d-n)n 


nN, — Np) x, l+n,—n,?- 
+ (ny, tlt+n, 1 mon, 


(54a) = 2R {a — Ny) Ny (Tm, n,)) 
Mit Hilfe der Beziehung . 
I\-ia) 
wobei a reell ist, können wir das Zusatzglied >’, auf die Form a 


—n,—1) ; 
1 


1 — (n, — n,)* 
y hat dieselbe Bedeutung, wie in (21b). Während wir die beiden ersten 
Glieder der Entwicklung nach 1/x, bis jetzt streng berechneten, wollen wir 
nun wieder |n, — n,|?<1 voraussetzen, um die Formel übersichtlicher zu 
gestalten. Dann ist: 


(ö4e) >i’ = 21 — — 2n,) cos + ising}. 


= e2 targ 


Zusatz 2. Zur Berechnung von (40a) und (40b) 
Wir benützen das Barnessche Lemma’), welches besagt, daß 
+ioo ; 


f 


(55) — ico 
_ 
I(a+b+c+d : 


sofern die Pole von Z’(a+t), I‘(b+t) zur Linken und die von 
zur Rechten des Integrationsweges liegen. Diese Bedingung ist nur zu er- 
füllen, wenn einfache Pole auftreten, d.h. wenn die zwei Polreihen getrennt 
liegen und sich nicht teilweise decken. In 7, haben jedoch IZ'(1 — n, + #) und 
T(—-1-+n,-t) den Pol ¢ = n, — 1 gemeinsam, wodurch ein Doppelpol ent- 
steht. Wir können aber das Barnessche Lemma auch auf diesen Fall aus- 
dehnen. Wir wollen der allgemeinen Fall betrachten, daß in dem obigen 
Integral a=— c ist, während sein soll (k = 0,1,2---). Der 
Integrationsweg soll zwischen den Polen von Z(b + ¢) und I’(d — i) durch- 
gehen und den Doppelpol ¢ = c =— a zur Linken lassen. Wir schieben nun 
die Pole von Z’(— a — t) um & (e positiv reell) nach rechts und berechnen das 
Hilfsintegral H durch einen Grenzprozeß (vgl. Abb. 1): 


+ too 
H = [r« 


—i00 BP a9 
| + too 


= lim [r« dat. 


e >) 
—ioo 


Vgl. Whittaker-Watson, 8.20.0000 


= 


- 
= 


: 


| 
8 
4 
| 
| 
3 
1 
[ 
« 
: 
q 
3 
“d 
(5 
— 
|" 
x 


| 


206 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 34. 1939 
Indem wir den Integrationsweg über den Pol ¢ =—a+e ziehen, läßt sich 


dieses Integral nach dem Barnesschen Lemma berechnen. Es wird 


H = lim Ii) 


e—>0 
Die Anwendung dieser Formel liefert N 
Abb. 11. Zur Berechnung von AH. Abb. 12. Zur Berechnung von H’. 
Verschiebung der Pole von T(-a-t) bzw. I(-a—-1-t) um e und Re- 
siduenbildung Es sind 


in der Zeichnung speziell diejenigen Werte von a, b, d angenommen, die in 7’, 
bzw. r, vorliegen 


Bei dem Integral 7, ist es wieder von Vorteil, daß der Integrationsweg 
den Pol ¢ = n, — 1 zur Rechten läßt. Wir, können auch dieses Integral mit 
dem Barnesschen Lemma auswerten, wenn wir schreiben: 


Wir erhalten dann 


mit der Bedeutung 


+ ico 
oi” fr« n, +t) (2—n, +t) I(-1+m-9 
—ioco 
+ ico 
— ico 


Das erste Teilintegral haben wir bereits ausgerechnet: 
1 +n, — n)I(1 — n, +n) {wil — n, — w(2)}. 
Ebenso läßt sich 7, nach unserer obigen Formel auswerten 


+n, — n) (n, — fy (my — 24) + 7} 
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Bei den restlichen Teilintegralen haben wir zwei Doppelpole: Wir betrachten 
wieder den allgemeinen Fall, daß in (75) a+1=- c, aber b+— (d + k) und 


berechnen das Integral \ 
+ ico a 
1 . 
—ioo 
wobei der Integrationsweg zwischen den Polen von Z'(b + ¢) und Z’(d — und 
zwischen den Polen — a und — a — 1 hindurchgeht. Indem man die Polreihe 7 
von J‘(— a—1-— 1?) wieder um e nach rechts verschiebt und den Weg über 
die Pole ¢ =— a + e zieht, erhält man entsprechend (vgl. Abb. 12) 
« 


Die Anwendung dieser Formel gibt $8 


Wir fassen nun die Teilintegrale der zweiten Gruppe zu 3, zusammen und 
erhalten 1 


+ (n, — (1 + my — Ng) — Ng}. 


Zusammenfassung 


4 
e 
- 8. 


Das Problem der Röntgenstrahlung wird in der Näherung der nn 
Matrixelemente und für reines Coulombfeld des bremsenden Kernes 
allgemein gelöst. Es wird eine Entwicklung nach einer Größe an- 
gegeben, die nur Funktion der Stelle im Spektrum ist. Sie kon- 
vergiert am besten an der langwelligen Grenze, kann aber im größten 
Teil des Spektrums benutzt werden. Es ist deshalb keine Ein- 


schränkung der Größe von |n, , = — mehr nötig. Der Spezial- u 
P1,2 


fall der kurzwelligen Grenze wird gesondert behandelt. 

Die Bornsche Näherung, die die Voraussetzung eZ - 
macht, liefert an der langwelligen Grenze richtige Ergebnisse, auch 
wenn diese Bedingung nicht mehr erfüllt ist. Die Sommerfeld- 2 
sche Näherung ergibt im ganzen Spektrum zu kleine Werte der 
Intensität. Die Gesamtstrahlung nach allen Richtungen ist in guter 3 


Sin !n,| 2 \? 


Näherung im ganzen Spektrum um den Faktor | ) gegen- « 


1,7 
8 e722 n, 
über der Sommerfeldschen Rechnung und um 2, Ts 

3 
gegenüber der Bornschen Näherung zu vergrößern. Diese Faktoren 
gelten im wesentlichen auch für die einzelnen Strahlungskomponenten. - R 


‘ 
x 
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Die Polarisationskurven weichen jedoch von der Sommerfeld- 


Übereinstimmung mit dem Experiment zu erzielen. 

Überträgt man den Korrekturfaktor zwischen der Bornschen 
Näherung und der strengen Rechnung auf das relativistische Gebiet, 
so erhält man außer der nächsten Nachbarschaft der kurzwelligen 
Grenze gute Ubereinstimmung mit numerischen Rechnungen von 
Jaeger. 


Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Geheimrat Sommerfeld 
danke ich herzlich fiir die Anregung zu dieser Arbeit, sein Interesse 
an ihrer Durchführung und die Übernahme des hier nicht wieder- 
gegebenen Teiles in die Neuauflage seines Buches. 

Auch Herrn Dozent Dr. A.-W. Maue bin ich für wertvolle 
Ratschläge sehr zu Dank verpflichtet. 


München, Institut für theoretische Physik der Universität. 
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